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En publiant en 1872 la Partie elementaire du cours d*Analyse 
dont je suis charge h rUniversit^ de Louvain, j*esperais la fairc 
suivre bientdt d'un second volume, consaer^ h des questions d'un 
ordre plus elev^, telles que la theoric des integrates d^finics, cellc 
des fonctions ellipliques, etc. D'autres occupations, notamment 
rimpression de mon Cours dc M6canique, ont mis obstacle a ce 
dessein, el, gr^ce au succes inesper^ qui a rapidement epuise Ic 
Cours d'Analyse elementaire, je mo trouvc aiijourd'hui force d*en 
donner une nouvclle edition, avanl de pouvoir songer au volume 
special que je prepare depuis longtemps. 

Le plan de I'ouvrage, sa methode, ses details meme, commandos 
par sa destination qui est restee ce qu'clle elail, ont ^te trds pen 
modifies. Parmi les ameliorations de detail, je signalerai seulement 
un certain nombre d*exercices nouveaux et une Note de quelquc 
elendue, sur Texistence de la d<iriv£e dans les fonctions continues. 

Peul-6tre eusse-jc prefiri refondrc enti^rement ce livre pour y 
mieux signaler les ressources que les methodes de Talgibre moderne^ 
les progres de la geomdtrie analytique, et surtout Fusage chaque jour 
plus f(6cond des variables imaginaires, pr^sentcnt aujourdliui a 
Taualystc; je me serais inspire, par exemple, du beau Cours d'Ana- 
lyse de M. Hcrmite. xMais, eu egard aux conditions ou j*£tais placc^ 
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Tentreprise ma paru prematuree. Ges doctrines nouvelles n ont pas 
jusqu'ici r^agi suffisamment sur Texposition des math^matiques 
(^lemcntaires pour que les eldves ing^nieurs^ auxquels ee manuel 
est specialement destin^, soient vraiment prepares k s'assimiler 
sans une longue introduction, un enseignement congu dans cet 
esprit. De plus, les ouvrages de m^canique et d'applications (ech- 
niquesy dont le calcul diifirentiel n^est pour eux que la preface 
necessaire^ sont et seront, pendant des ann^es encore, ecrits dans 
la langue longtemps classique de I'analyse inGnit^simale. G'est done 
seulcment dans les IcQons superieures qui s'adressent aux cloves 
du doctorat, et dans le volume destine k les r^sumer, qu'il me 
sera permis d^itiliser en partie ces conqu^tes nouvelles de la science. 

Ph. G. 
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§ 1. PROPOSITIONS d'uN USAGE FREQUENT. 

1. On dit qu'une quantity k est moyenne entre plusieurs quantitds 
donnees, lorsqu'clle est comprise entrc la plus petite et la plus grande 
de celles-ciy ou lorsque les differences 

g — ky k — h 

sont de mime signe, g et A d^signant, I'un la plus grande^ I'autre la phis 
petite des quantit^s donn^es. La moyenne entre plusieurs quantit^s 
a, a\ a"....^ se d^signe par la notation 

,^ (o, a', o"....). 

Th^ori^me I. — Soient a, a\ a"...., des quantiUs de signes quelcon- 
quM; b, b^b".... des quantitis de minis eigne, en nombre igal aux 
pricidentes. Uon aura 

a -I- a' -4- a" -+-••• /a o' o" \ 



— 2 — 
Soieat, en effet, g le plus grand, h le plus petit des rapports 

7 > 77 > t;t f • • • • J-cs differences 
6 6' 6 ' 



a' a , a' 



ctant de rn^me signe^ si Ton multiplic les tcrmes de chacune de cos 
deux suites respectivemcnt par b,6%6",...., on aura encore les quantilcs 
de m^mc signe 

f^9 — ^> ^'9 — <*'> > ^ — ^^> ®' — f>'f^9 

Faisant la somme des termes de chaque suite, et la divisant par 
6 -4- 6' -I- 6" -♦-••••, on verra que Ics quotients 

a -4- a' -4- a" -+- ••• o -♦- o' -♦- o" -1- ••• 

sont encore de mdmc signe, ce qui demontre la proposition. 

Corollaires. i* Supposant 6 = 6' = 6" = ••• = i, designant par n le 
nombre des quantitds a, a', a",..., on a 



a H- a' -I- a" -+- ••• 



= t^ (a, o', a",...). 



n 

2^ Si dans le Thiorkme J Ton remplace a, a% a",... respectivement 
par ab, a'Vy a"V\,.,y ce qui est pcrmis, on en tire 

ah -^ a'V -4- a"6" -*- ... = (6 -f- 6' -+- 6" -1- • ••) ^a (a, a', o",...). 

La somme des produits abja'b\.,. est done egale k la somme des facteurs 
de m^me signe 6, b', b'\..., multipli^e par une movcnnc cntre les 
autres facteurs a, a', a'',.... 

%, Th^orAme II. — Sotent 

a a' a" 



b' b'* b"' 

tme 5ut7e (ie rapports egaux^ m, m'^, m!*y.,.^ des quantites quelconques. 
On a les egalUes 

a a' a" o -4- a' -+- a" -4- ••• wa •+■ m'a' -♦- wi"a" -4- . - 



b b' b" b -4- b' -4- b" H mh -4- m'b' -4- m"b" 

1/0* -4- o'* -4- a"« -4- ... 

j/6« H- b'«-4-b"«-4- ■. 



Posons en eiTet 

k kr kn '"' 



b V V 

d'ou 

(A) a = kh, a' = W, a" = kb'\ 

Ajoutant membre k membre ces ^galites, nous aurons 

o -H a' -I- a" -I- ••• = fe(6 -4- 6' -I- b" -4- •••), 
d'ou, enfin. 



o H- a' -4- o" 



jr 



= k. 



Si, avant d'ajoutcr les equations (A), on Ics multiplie respectivemcnt 
par les factcurs m, m% m'',...., on aura de m^me 



ma -I- m'a' -♦- w'V -♦-... 



=k. 



mb -♦- m'6' -+- m"6" h- 

Enfin, si I'on ajoute ces mdmes Equations (A) aprcs les avoir elev^es 
au carre, on oblient 

o« ^ a'« -4- a"« -♦- ... = ifc«(6« -^ 6'« -1- 6"* -t- • .), 
d'ou 

|/a* H- a'« H- o"« 



„ _ ._ _••• 



• • • 



|/6« ^ 6'i ^ 6''i . 

cc qui aclicve dc d^montrer les relations enonc^es. 

S. TH^oa^MB III. — Soient a, a', a",...; 6, b', b'^... deux suites com- 
poshes d*un mime nombre de quantitis; on a identiquement 

(atH-a'«-+-a"«-4-...){6«-4-6'«-4-5"«-4-...)-{a6-4-o'6'H-o"6"-4-...)« 
= (06' — bay -^ (ab" — 6a")* -*- (a'f — 6'o")* h- ... 

II suffit de ddvelopper le carrcS (at -4- o'6' -4- a"6" -1- •«•)*, et d'«jouter 
la somme de carres 

{ab' — 6a')* ■♦- (at" — 6a")« -4- (a'6" — 6'a")« -4- ...; 

tons les doubles produits 2a6a'6', 2a6a"6",...; — 2aba'b\ — 2a6a"6",.... 
se d^truisent. Groupant ensuite les termes en a*, en a'% etc., on trouve 

o«(6* -4- 6'* -4- 6"« -4- •.•) -4- a'*(6'« -»- 6« -4- 6"« -4- ..) -4- ..., 

ou simplement 

(a« ^ a'« -4- a"« -4- •• •) (6« -4- 6'« -4- 6"« -4- .. •), 

ce qui demontre la formule proposee. 
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§ 2. Des quantit^s imaginairbs bt de leur usage. 

4. On appcUe quantili ou expression imaginaire toute expression dc 
la forme 

a -4- (3 ^/ — I, 

a et P d^signant deux quantites reelles quelconqnes. Une telle expression 
n'a par elle-m^me aucun sens, et ne represented rien; mais k I'aide dcs 
conventions dont nous allons parler, on peut introduire ces sortes de 
symboles dans I'analyse, raisonner rigoureusement sur eux comme sur de 
veritables quantites, et abreger ainsi les calculs. Nous reprdsenterons 

desormais Ic symbole j/-^ i par la lettre t. 

Conventions, i^ Deux expressions imaginaires sont dites iqales, quand 
les parties reelles d'une part, les coefficients de t de Tautre, sont 
respectiyement 6gaux dans ces deux expressions; en sorte que Tequation 

(X + ^t =B a' + P't 

ne signific rien autre chose que les deux ^alit^s 

En d*autres termes^ toute Equation imaginaire est la representation 
symbolique de deux Equations entre quantites reelles. 

2^ Lorsque, dans I'expression a -^ ^i, (3 se rcduit k zero, on admet 
que I'expression elle-m^me se rcduit & a; par \k, les quantites rdelles 
sont renferm^es comme cas particuliers dans les imaginaires. 

5** Vaddition^ la somtraction^ la mu/ftp/tcaaon s'effectuent sur les 
imaginaires apres les mdmes regies que sur les quantites rdelles, en 
convenant de trailer t comme une quantite reelle dont le carr^ serait — i. 
Par exemple, si Ton developpe d'apres cette convention le produit 

(cos a -♦- 1 sin a) (cos b -¥• i sin b), 

on obtient, comme il est facile de le verifier, 

cos (a -4- 6) -4- f sin (a -*- 6), 

et ce r^sultat s'exprime par Tequation imaginaire 

(cos a -4- 1 sin a) (cos 6 -h t sin 6) = cos (a -i- 5). -h t sin (o -*- 6). 



%• 



D'aj)r6s ce qui precede, cette equation signific qu'apris avoir d^velopp^ 
]e premier membre par la multiplication algcbrique, on trouvera une 
partie r^ellc ^gale a cos (a + 6), et un coefficient de t <;ga} h sin (a + b). 
On renferme ainsi dans une seule Equation les formules qui expriment 
COS (a -+• 6), sin (a + b) : premier exemple de rutilitd des imaginaires. 

4* Diviser une quantity imaginaire a -^ 0i par une autre a' -i- 13'«, 
c'est en trouver une troisiime qui, multipliie par la seconde, reproduise 
la premiere. 

5** ViUvation aux puissances entieres, fractionnaires, negatives, se 
definit encore comme pour les quantit^s r^elles. Ainsi (a + |3t}*"^ m 
etant entter et positif, reprdsente le produit de m facteurs ^gaux k 
a ■+• (St; (a -h pt)""* est le quotient de I'unite par ce produit; et ainsi de 
suite. 

6^ Deux quantit<Ss imaginaires sontf onj^i^u^e^y Iorsqu*elIes ne different 
que par le signe du coefficient de t ; telles sont 

a -4- Pt, a — ^t. 

Leur somme 2a, et leur produit a' + ^*, sont rdels, 

ft. La certitude des resultats auxquels on parvient par I'emploi des 
imaginaires repose sur ce principc : Si V(m combine entr'elles des quan- 
tiles ou des equations imaginaires par addition, soustraction, multi- 
plication, comme si Von op4rait sur des quantites rielles, suivant les 
conventions ci-dessus, les equations ainsi obtenues seront toujours rigou- 
reusement exactes, dans le sens que notts attachons a Vigalite des quantit4s 
imaginaires; c'est-ft-dire que chacune se dedoublera en deux Equations 

prfelles. 

En effet, dans les quantit&$ ou Equations qu'il s'agit de combiner, 
remplayons d'abord t par un facteur r^el inditermine X, puis faisons les 
operations indiqu^es. Les equations resultantes ^tant dvidemment exactes 
quelque soit X, les coefficients des mdmes puissances de 1 seront ^aux 
dans les deux membres de chacune d'elles; cette c^alit^ des coefficients 
subsistera, m^me si Ton remplace A par une expression quelconque; par 
exemple, si Ton substitue k 

1 >• 1» )* )K 
respectivement 

t, ^- i> — i, •+ I, -»- 1, etc... 

Or, on a ainsi le r^sultat mdme auquel on serait arrive en laissant 
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parlout t au lieu de X, el operant comme si t ^(ait unc quantity recllc dont 
le carr^ soit ^gal k — i. Done cnfin, dans les <$quations obtenues par ce 
proc^de, les parties inddpendantes de t sont <fgales dans les deux membres, 
comme aussi les coefficients de t, C. Q. F. D. 

On voit que Ic symbole t ne joue ici que le r61e d*un simple outilj 
servant h maintenir s^pardes, dans chaque Equation imaginaire, les 
quantites qui doivent appartcnir soit a Tune, soit k I'autre des deux 
^alit^s reelles. 

II r^sultc aussi de ces raisonnements que les propri^t^ fondamentales 
des operations primitives s^appliquent aux quantites imaginaircs : ainsi, 
Fordredes facteurs d'un produit est indifferent, etc. 

6. Transformation dea imaginaires. Une quantity imaginaire a-^ ^ 
etant donn^e, on pent tou jours poser 

a ■+■ j3t = r (cos -*- 1 sin 0), 

r> ctant reels et r> o. En eiTet, cette equation equivaut a celles-ci : 

a esa r cos 9, P = r sin 9, 
d*ou 

r = i/a« H-S*, cos 6=-, sin 9=^; 

r r 

ct comme ces valeurs dc sin B, cos 9 sont numeriquement moindres que 
Tunite et vcriticnt rdgalite 

sin* 9 -♦- cos* 9= i, 

il existe un arc reel 9 qui, avec la valcur trouvec pour r, satisfait k la 
question. 11 en existe m^me une infinite, puisque Ton peut augmenter 
ou diminuer 9 d*un nombre quelconque de circonfdrences sans chatiger 
sin 9 ni cos 9. 

Consid^rons a, (3 comme les coordonn^cs rectangulaires d'un point du 
plan; r, 9 seront les coordonnees polaires de ce point. On dit que rest le 
modaUy 9 Vargument de la quantity imaginaire aH-(3t; les equations 
ci-dessus montrent que : 

i<* Vegaliti de deux imaginaires eniraine celle de leurs modules; 

2* Toute quantite imaginaire qui a pour module ziro se reduit elle- 
mime d zero, et riciproquement, car les egaliK^s 

a* + (3« = 0, et a-=0. P«=0, 

sont equivalentes. 
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5"* Une quantite reelle a pour module sa valeur numerique, et pour 
argument un nombre pair ou impair de fois n^ selon qu'elle est positive 
ou negative; car si |3 est nul^ on a 

r==|/a', cos9 = dbi, 

suivaiit que a> ou <o. 

11 est souvent commode de mettre les imaginaires sous la forme 
r (cos9 -4- tsin 6). 

7. Addition, Soientryr\r'\,., les modules; B,B'j9"y... les arguments 
de plusieurs quanlitds imaginaires; R, T le module et I'argumcnt de leur 
somme 

r (cos 6 -4- isin 9) h- r' (cos 9' -4- 1 sin 9') -*- •• •• 

Portons bout k bout, k partir de Torigine, des longueurs OA, AA', 
A'A'%... respectivement egales a r^r'j r",... et faisant avec Paxe des x 
positifs les angles 9, 9', 9",... L'extremite de la dernicre droite aura pour 
coordonnees polaires R et T. En effet, ses coordonn^es rectangulaires sont 

r cos 9 -♦- r' cos y -♦- r" cos 9" -*- • , 
r sin 9 -♦- r' sin 9^ -♦- r" sin 9" -4- •• • 

Corollaire. Le module de la somme de plusieurs imaginaires est 
toiijours plus petit que la somme de leurs modules. 

8. Multiplication et division. D'apris la definition de la multiplication 
des quantit^s imaginaires^ et la formule rappelee plus haut (4, 5*"), on a 
evidemment 

r(cos 9 -+- 1 sin 9) X r'(cos 9' -4- 1 sin 9') = it'[cos (9 -*- 9') h- t sin(9 -i- 9')]. 

Multiplions les deux membres par une imaginaire r" (cos 9" + tsin 9") 
et appliquons la m^me formule; nous aurons de meme 

r (cos 9 -4- 1 sin 0) x r^ (cos 9' -+- 1 sin 9') X r" (cos 9" -*- i sin 9") 
«= rr'r" [cos (9 ■+ 9' ^ 9") -i- 1 sin (9 -♦- 9' h- 9")], 

et ainsi de suite. Done : 

Le produit de plusieurs quantitis imaginaires est une nouvelle quan- 
tile imaginaire, qui a pour module le produit de leurs modules, et pour 
argument la somme de leurs arguments. 
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Soil a dioiser r (cos + i sio 6) par r' (cos O' h- f sin 0'), et ddsignons 
par X le quotient : la definition de la division (4, 4*) nous donne 

r (cos 6 -4- » sin 6) = X X r' (cos G' -i- » sin 6'). 

Multipllons les deux membres de T^quation par-; 9 puis par 

cos 9' — I sin 6' = cos (— 9') -♦- 1 sin(— 9'), 
en ayant cgard k la regie ci-dessus; il viendra 

•^ [cos (9 — 9') + t sin (9 — 9')] = X, 
r 

d'ou 

r(cos9 -H tsin 9) r 



x= 



^. — ^ . . ' , [cos (9 - 9') -h t sin (9 - 9')]. 

r'(cos9'-t-tsin9') r' ^ 



Le quotient de deux itnaginaires a pour module le quotient de leurs 
modules f et pour argument la diffirenee de leurs arguments. 
Soient r === I, s= 0^ la formule devient 

-— . . Q,, =-; (cos 9' — t sin 9'). 

r (cos 9' H- • sin 9') r' ^ ' 

9. ilevation aux puissances. — Pour dlever r (cos 9 -»• t sin 9) a la 
puissance m, m ^tant cntier et positif, il suffit de supposer, dans la rigle 
^tablie pour la multiplication des imaginaircs, que les facteurs du produit 
soient ^gaux et en nombre m. On a 

[r (cos 9 -f- • sin 9)]^ = r* (cos w9 -♦- i sin mO). 
De mdme, comme 

[r (cos 9 -f- 1 sin 9)]-" = j—z r ^-r~vr^ = — -, x r-. X,' 

•- ^ " [r (cos.9 -I- 1 sm 9)]^ r*(cos m9 h- t sin m9) 

on aura, d'apres la remarque faite ci-dessus (8), 

[r (cos 9 -♦- 1 sin 9)]~* = — (cos mO — • sin m9) 



[cos ( — m9) -♦- 1 sin ( — mO)]. 

Gette formule est comprise dans la prcmiire, en admettant que le nombre 
m puisse 6Cre positif ou negatif. 

Consid^rons les puissances fractionnaires. l^lever r (cos 9 + t sin 9) a 
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la puissance - 9 c'est trouver une quaatit^ imaginairc p (cos ^ h- t sin X^ 
ti 

qui, ^levee k la puissance n, reproduise la premiere; ou qui satisfasse k 

r^quation 

[p (cos ij -4- 1 sin ?)]* = r (cos -4- 1 sin 0). 

D*apres ce qui precede, le premier membre est ^gal k 

p* (cos nl^ -4- 1 sin tiC), 
d'ou les liquations 

p* = r, cos nij = cos 0, sin w$ = sin 0, 

et par suite 

p = |.« nQ = -♦- 2Ar7r, 5== 9 

^ n 

k designant un nombre entier arhitrdirey positif ou n^tif. On a done 
enfin, en rempla^ant p ct 2^ par leurs valeurs, 

(a) [r(cos -*- isin 0)]* = r •• ( cos h • sin y 

Portons sur la circonfiirence de rayon i, k partir du point A pris pour 
origine des arcs, un arc AP dgal k : n ; puis, partant du point P^ 
divisons la circonference en u parties egales ; les arcs comples du point A 
aux points de division auront pour valeurs respectives 



e 


27r 


2Jbr 


- 9 


— -f- .— ,••• 


- -♦- >•••> 


n 


n n 


n n 



et seront les arguments des racines n^'*^ de la quantity donnee. D'ou il 
suit imm^diatement que Texpression 

1 
[r (cos -4- 1 sin 0)] * 

admet n valeurs distinctes, et pas plus : on les obtient en prenant pour 
kj dans T^quation (a), n nombres consecutifs quelconques de la s<irie 



I • • • • 



(P) — 3> —2, —I, o, I, 2, 3, 

Corollaire. L'equation (a) fait connaltre les diverses valeurs des expres- 
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t 1 

sions I", ( — i)*: dans Ic premier cas, on fait r = i, = o, et 
I'on a 

2kn . . 2kit 

I " =ss cos h t sin ; 

n n 

dans le second, r ss i, «=» tt, d'ou 

, .[ 2* -4- I . . 2* -4- I 

( — i) * =s cos ir -H t Sin Vi 

n n 

k admct toujours pour valeurs n nombres consecutifs de la suite 

indefinie (|3). D'ou Ton voit, k cause de T^quation (a), que Ton oblient 

t 

les n valeurs de [r(cos 9 -t- tsind)]'' en mullipliant les n yaleurs de 

- -/ 9\ 

I • par le facleur r* I cos- -♦- 1 sin - )• 

\ n n/ 

On observera encore que les di verses valeurs dcs expressions i**, 

(— i)* , [r (cos 9 -+- f sin 9)]* , ne sonl autre chose que les valeurs de z 
capables de satisfaire aux Equations 

2« — I == o, jc" -4- I e= o, 2* =5 r (cos -4- t sin G), 

et qu*ainsi les formules ci-dessus donnent la resolution complete de ces 
Equations. Les racines des deux premieres jouissent de propri^tes rcmar- 
quables que nous n'^tudierons pas ici (1). 

Supposons enfin que Ton ^leve Texpression r(cosO -4- 1 sin 0) ii la 
puissance mm, m et n ^lant entiers et premiers entr*eux« II sufliru de 
combiner les r^les pr^c^dentes, et Ton obtiendra 

r / /. • • /.xi^ Zf -4- 2for 0-4- 2ki:\ 

[r (cos -4- 1 sin 0)1 * = r * I cos m 1- t sin m )• 

\ n n / 

Remarque importante. On a vu que le module r et I'argument d'unc 
quantity imuginaire peuvent etre considcr^s comme les coordonn^es 



(1) Voir, pour plus de details, les Lemons de Geomitrie analytique de MM. Briol et 
Bouquet, Paris, 1847, p. 27 ; et VAlgibre 9vperieurede M. Serret, 3« edition, 1. 1, p. 219. 
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polaires d'un point da plan, et que, en un mdmc point, Targument 
admet une infinite de valeurs comprises dans la formule G -h 2kn. D'apris 
ccla, les riglcs prdcddentes pour former toutes les valeurs que prend une 
quantity imaginaire r(cos -«- t sin 0), ^levde a une puissance quelconque 
marquee par /x, sont comprises dans cette seule formule : 

[r (cos -4- 1 sin 0)]^ =3 rt^ (cos fxG -+• t sin fxO), 

pourvu que Ton attribuc k 0, dans cette Equation, successivement toutes 
les valeurs que cette quantity comporte en un m^me point du plan. 
!•. Ratines imaginaires des equations. — Soit 

X = Oo -*- aiX -I- aiX* -4- ... -h ChX* 

un poIyn6me rationnel et entier en Xy les coeflScients ao, fli,.... ayant 
des valeurs r^elles ou imaginaires. Si Ton attribue k x une valeur ima- 
ginaire a -^ ^i, il r^sulte des ddveloppements precedents que la valeur de 
X se r^duira k une certaine quantity imaginaire 

A -I- Bt, 

A et B ^tant des quantit<^s r^elles. Or, si la valeur donn<$c k x est telle 
que Ton ait a la fois 

A = 0, B==0, 

et par consequent A h- Bt = 0, on dit que a + ^i est une racine de 
Tequation X = 0. Si ^ est nul, la racine est r^elle. On d^montre dansles 
cours d'Algebre qu'il existe toujours n valeurs de x qui satisfont k la 
condition A h- Bts=0, et que, si Ton d^signe par a -h |3t Tune de ces 
raciues, X est divisible alg^briquement par x — a — ^i, c'est-a-dire que 
Ton a, quel que soit x, 

X = (x— a — (3t)X„ 

Xi d^signant un polyn6me rationnel et entier de degr^ n — - 1 par 
rapport k x. II en r^sulte que, les n racines de I'^quation Xs=0 6tant 
designees par 

on aura identiquement pour toute valeur de x 

X = H (» — a — |3t) (x — ai — Pit).... (x — a„_i — P»-it), 
H elant une quantitd r^elle ou imaginaire, mais inddpendante de x. 
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11. Application des prineipes pricMents, — Proposons-nous^ par 
exemplc, d'exprimer cos me, sin me, m ^tani un nombre entier, au 
moyen des puissances dc cos 9, sin 0. Pour cela, reppenons Inequation 

cos mG -h t sin m9 = (cos 9 h- i sin 9)"*, 

et.ddveloppons Ic second membre par la formule du bindme de Newton. 
II viendra 

cos m9-i-isinm9=cos*'9 -i-t-mcos*-*9sin9 ^ icos'""*9 sin» 9 

I • 2 

. m(m— i)(m— 2) ^■^. .^ m(m— i)(m— 2)(m— 3) , . , 

— t. -_: ii icos*-»98in'9H — ^ ^ ^cos"»"*sin*9-t--... 

i«2'3 i-2«3«4 

D'apres les prineipes que nous avons ^tablis^ celte ^lit^ se decom- 
pose en deux c^alii^s r^elles, qui sont 

cos m9 = cos"* 9 ^^ i cos--« 9 sin« 9 h i i^ Ll 11 cos"*-* 9 sin* 9 

1*2 I • 2 • 3 • 4 

lA . n w(»w — i)(m — 2) 
sm m9 = m cos"*-* 9 sm ^ -^ — '- cos"*-' 9 sin* 9 n 

1.2-3 

On pent les presenter sous diffl^rentes formes (1). 

Le probleme inverse consiste k exprimer cos"*9, sin**9, au moyen des 
sinus et cosinus des multiples de 9. On y parvient comme il suit : Posons 

cos 9 H- 1 sin 9 = A, cos 9 — t sin 9 = ^, 
d'ou 

X(x = I, X -4- (X = 2 cos 9, I — fx = 2t sin 9. 

Nous aurons done 

2- cos- 9 = (A -f- (x)-*c= X- H- mlr-^yi -4- ^i^!lZlilx— »a.« ^ . . 

I • 2 ' 



/«(ji"*-* -+- nun'^* -^ |x" ; 



(1) Voir le Cour$ d'analy$e algibrique de Cadcuy, p, 230. 
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ou, en groupant les termes ^galement eloign^s des extremes, 

2"» cos* = (!"• -4- |x"») -♦- mXfx {?»"•"* -h fx*~') 

Mais on a, d'apris la definition des quanlit^s X, /x, 
A* -4- (x* = (cos fcO -♦- • sin AO) ■+• (cos A© — t sin iO) = 2 cos 49, i*|x* == i ; 
done enfin, en divisant par 2, 

_j * * * V fit (wi — i) , . 

2""* cos** =cos mO -+- m cos (m — 2) h ^^ cos (m — 4. j -♦- ••• 

' 1.2 

fit 

Si fit est pair, le dernier terme est celui qui en a^avant lui, savoir 

2 



m{fit — i) ••• ( — h I j 



2 m 

I • 2 ••• — 
2 

fit -— I 
si fn est impair, le dernier terme est celui qui en a avant lui; sa 

valour est 

m{m — i) •••{ j 

_^ 1 cos 0- 

fit — I 

I • 2 • ^ ••• 

^ 2 

En developpant de la mdme maniire, par la formule du binAme, le 
second membre de I'^quation 

{2t sin G)*» = (X — ^)«, 

el groupant encore les termes ^galement distants des extremes, on trouve 
pour fit pair 

2"'i* sin "9 = {}r -+• ^••) — mifx (i"» -« -4- |ui"*-») 

, V mfn(fii— 1)-..( --*-! J «, « 

1-2 ^ ^ ^' ^' m -r? 

I • 2 •• ■ • "~" 
2 
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ou bien, en raisonnant commc plus haat, 

(— i)^ 2"''^sin"05=cosmO — mcos(m— 2)0 -< ^cos(m— 4)0 — 



^(— i)»m(m — i)..-^*-^-f-ij 



1*2* ^•••* •"" 



Si, au contrnire, m est un nombre impair, on trouve 

2"**"* sin"* = (X"» — jx"*) — mXfji (X"*"' — 1^*'"*) 



m 


I* 2 


-i vex- 


-*-fx-*)- 


^t •• 


.+(- 


-0 


1 . 






V 2 y 




I 


• 2 


m— I 




2 




Or, 


on a en 


genera] 


A* 


-fX* 




2t sin 


*9, 








done 





















m-l . 

2«-<(— i) « sin^OssssinmO — msin(m — 2)0 h — ^ -^sinfm — 4)6 — 

I • 2 



(-1) » X—l-Zsine. 

m — I 

J • 2 ••• '■- ■ 



Ces formules resolvent le problime proposd. 



§ 3. DES VARIABLES ET DES FONCTIONS. 

19. On nomme variable toutc quantity qui, dans la question ou on 
la considere, est supposee recevoir successivement une infinite de valeurs 
diiferentes les uncs des autres. 

Une constante est une quantite qui, dans la question ou on la consi- 
dere, est ccnsee conscrver une valour fixe et ddterminee. 
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Lorsque deux variables x et y dependent Tune dc Tautre, tellement 
qu'en attribuant k x, par exemple, une valeur d^termin^e, celle de y 
le soit aussi, quelle que soit la nature de cette d^pendance^ quel que soit 
le syst^me d'op^rations num^riques li effectuer sur la valeur donn^e h x 
pour calculer la valeur correspondante de y, la variable que Ton regardc 
eomme d(^pendante de Tautre est dite une fonction de celie-ci. 

De m^nie, si une variable u depend de plusieurs autrcs x, y, z,.,.^ de 
telle sorte que sa valeur soit d^termin^e lorsqu'on donnc h eelles-ci des 
valcurs d^termin^es, on dit que u est une fonction de x^ y, z,.... 

Par exemple, dans I'^quation 

y = ax -h 6x* 

d*une parabole d^termin^e, les parametres a et 6 sont des constantes; 
les coordonn^es x et y sont des variables, et I'ordonn^e y est une fonc- 
tion de Tabscisse x. G^n^ralement, dans T^quation d'une courbe donn^c, 
on pent eonsid^rer Tordonn^e comme une fonction de rabscisse, et r<^ci- 
proquement. Enfin, les diverses expressions que fournissent ral^ebre et 
la trigonom^trie, lorsqu'elles renferment une ou plusieurs variables 
Xf y^ z,..,j sont des fonctions de celles-ci. Telles sont 

log X*, sin (x -4- y), x* -*- y* 4- z', etc. 

Pour indiquer qu*une variable est fonction d'une scule variable x, sans 
pr^ciser la nature de la liaison qui existe entr'elles, on la repr^sente par 
une notation telle que 

FWi /■(«), 9(«), etc. 

De mdme, une fonction dc plusieurs variables x, y, z,.-. sc dcsigncra par 

F(x,y,z,...), /■(x,y,z,...), 9(x, y, 2,...), etc. 

IS. Dans toute question ou Ton considere un syslime de variables, 
entre lesquellcs existent certaines relations definies habituellcment par 
des equations qui renferment ces variables, il y en a toujours une ou 
plusieurs dont les valours peuvcnt 6tre regardccs comme arbitraires : on 
leur donne le nom de variables independantes. Les autres, dont les valours 
sc trouvent d^terminecs par celles des premieres, sont toujours des fonc- 
tions de celles-ci. Dans Texemple de la parabole, x ^lait la variable 
independante, y ctant rcgnrde comme foijction dc x. Trois Equations entre 
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cinq variables en laissent deux entiirement arbitraires : apr^ qu'on aura 
choisi celles que Ton veut ainsi regarder comme indipendantes^ les trois 
autres variables seront appel^es des fonctions de ces dcux-l&. 

14. Classement des fonctions. — Lorsqu'une fonction de x est exprimde 
immddiatement au moyen de cette variable par des signes connus, indi- 
quant le systeme d'opdrations k faire sur une valeur donnde de la variable 
pour en tirer celle de la fonction, celle-ci est dite exp/ict^e. Ainsi, dans les 
equations 

y == x' -h 300:*, y = log (sin x), 

y est une fonction explicite de x. Quand il n'en est pas ainsi, quand par 
exemple les deux variables x et y sont Mies entr'elles par une equation 
non rdsolue par rapport h y^ on dit que y est une fonction implicite de x. 
G'estce qui a lieu dans les Equations 

^* -** y* = «*> log X -♦- log y = i . 

Les fonctions explicites sont algibriques ou transcendanUs. Dans le 
premier cas, les seules operations auxquelles la variable x soit soumise 
sont Taddition, la sbustraction, la multiplication, la division et I'dldvation 
k des puissances constantes, ou inddpendantes de x. Ainsi la fonction 

1 
ox' -♦- 5x • — c'x* 



X 



(a -♦- bx) * 

est algdbrique, quelles que soient les valeurs des constantes a, 6, c. 

Une fonction algebrique est rationnelle^ lorsqu'elle ne renferme la 
variable sous aucun signe d'exposant f r action na ire; sinon, elle est 
irrationnelUy comme c'est le cas pour la fonction citee plus haut. Enfin, 
une fonction rationnelle est entihe ou fractionnaire, selon que la variable 
dont elle depend ne figure nulle part comme diviseur, ou que le contraire 
a lieu ; dans le premier cas, I'exposant le plus ileyi dont la variable 
est affectde determine le degre de la fonction. Ainsi 

a -♦- 6x -»- ex' 

est une fonction rationnelle, entierc et du 3« degre en x; la fonction 

a -H 5x 
a -h |3x -*- yx* 

est rationnelle, mais fractionnaire. 
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Lorsqu^une fonclion explicite dc x ne peut dtre cxprimde au moyen dc 
la variable par un nombre limiU de ces operations simples indiquees 
plus hauty ellc est transcendante. Telles sont 

A', tangx, log{x'), etc. 

Ce qui precede s'appliquc sans diflSculte k unc fonction de plusieurs 
Yariables, en la consid^rant successivement commc fonction de chacune 
d'elles. 

lA. Parmi les fonclionsque Ton rencontre souvent dans Tanalyse, on 
en a choisi un certain nombre que Ton rcgarde comme irr^ductibles k 
d'autres plus simples^ et dont la valeur se determine imm^diatement 
quand celle de la variable est donnce. On les appelle fonctions simples, 
Cc sont, X iistni la variable^ 

a + X, axy a", A% sin x, cosx, tangx, cotx, etc*^ 

ct leurs inverses 

a — X, - J X* , log X, arc sin x, arc cos x, arc tang x, etc. 

X 

Dans ces expressions, a designe une conslante positive ou negative^ et 
dont la valeur numerique est quelconque; A est une constante essen- 
tiellement positive; le signe log designe le logarithme pris dans un 
systeme h base quelconque A^ la caracteristique 1. dtant rdservee pour le 
logarithme pris dans le systeme dc Ncper^ dont la base est 

ec=3 2,7182818 

Quant aux fonctions trigonomdtriques, clles supposent qu*on ait decrit 
un cercle avec Punitd de longueur pour rayon ; qu'i partir d'une origine 
d^terminee, on prenne sur la circonfercnce de ce cercle un arc dont la 
longueur soit mesur^e par la variable x, et sin x, cosx^.... designent 
les lignes trigone mdtriqucs correspondantes. Les fonctions inverses 
arcsin x, arccos x, etc., se rapportent ^galement a un cercle dc 
rayon i. 

Si, dans une fonction simple, on remplace la variable par une fonction 
d'une autre variable, on obticnt une fonction de fonction; telles sont : 

y = log (x*), y = sin (c). 

Toutes les autres fonctions explicites de x sont dcs fonctions composees. 

2 
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§ 4. BI^THODE DES LIMITES. 

16. On appelle limtte d*une quantity variable, line quantity fixe, dont 
les valeurs successives de la variable s'approchent indifinimenty de 
facon que la diffi^rence entre la variable et cette quantity fixe finit par 
rester constamment plus petite qu'une quantity donnie, si petite qu'elle 
soit, sans toutefois sc r^duire d^finitivement k liro. 

Exemple : le nombre entier n recevant des valeurs de plus en plus 

n + I 
grandes, le rapport s'approche indcfiniment de Tunit^, car on 

pent r^crire 

I 
I -h - > 
n 

et lorsquc Ton fait croilre indcfiniment le nombre n, - finit par devenir 

moindre que loute fraction donncc, quelque petite qu'elle soit, sans 

ft *+ I 
jamais devenir nul rigoureusement. Le rapport » lorsque n croit 

HU-dessus de tout nombre donnC, est done une quantili variable^ qui a 
pour limtte I'uniti, 

De mCme, si I'un fait la somme d'un nombre n de termes de la suite 
indcfinie 

I I I I 

2 2* 2* 2* 

k partir du premier, on voit sans peine qu'elle diffirc de Tunite d'une 

quantiU^ cgale a — * qui finit par devenir moindre qu'un nombre donne 

quelconque, pour n suffisamment grand. La somme d'un nombre indefi- 
nimcnt croissant de termes de cette suite est done une quantite variable 
qui a pour limitc Tunite. 

De mSme encore, en gComCtrie, I'aire du cercle est la limite vers 
laqucllc tend I'aire d*un polygone rCgulier inscrit, dont le nombre dcs 
cAtCs croit sans limite; en arithmCtique, ce qu'on appelle un nombre 
incommensurable n'est autre chose que la limite des fractions, qui en 
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fournissent des valeurs dc plus en plus approchecs, etc. Nous designc- 
rons la limite d'une quantite variable par la notation Urn* placde devant 
celle-ci. 

Remarque, II pent arriver qu'une variable s'approche et s'eloigne alter- 
nativement de sa limite : ainsi, x variant de z^ro h Tinfini, la fonction 

sinx 



X 

passe par une serie dc valeurs alternativement positives et negatives, et a 
neanmoins pour limite zero. Le caractire essentiel de la limite d'une 
variable consiste en ce que la difference entre la variable et sa limite 
flnit par ^tre et rester toujours au-dessous d'une quantity fixe, si petite 
qu'on Tait choisie. 

17. La mdthode dcs limites s'appuie sur le principe suivant, qui a la 
valeur d'un axi6me : Lorsque deux variables restent constamment igales 
dans tous les etais swxessifs par lesquels elles passent^ si I'une d'eltes 
tend vers une certaine limite, Vaulre tend nicessairement vers la m&me 
limite. 

De la rcsulte ce thdorime fondamental : 

Conslderons une equation dont les deux membres soient des fonctions 
des variables x^ y, z^..^ ct que nous ecrivons cons^quemment sous la 
forme : 

F (x, y, Zy....)=f{x, y, z,....). 

Concevons que les variables x, y, z,.... tendent siraultanemcnt, et d*unc 
maniere quelconque, vers des limites respectives a, 6, c,....; et designons, 
d'autre part^ par F(a, b, c,.,..) la valeur que prend la fonction F lors- 
qu'on y remplace x par a, y par 6, etc.... Les fonctions F (x, y> £,....), 
f{Xyy^z,....) auront respectivement pour limites^ en generaly F (a,6,c....)y 
f{a,b, c,....), et comme^ en vertu du principe ci-dessus, ccs limites de 
quantites variables constamment egales sent dgales, on aura neccssai- 
rement 

F(o, 6, c,....)=/'(o, 6, c, ....); 

c*est-a-dire que la m^me relation qui avait lieu entre les variables 
X, y, z,.... subsistera entre leurs limites a, b, c^..,., et qu'il sufiira de 
remplacer dans T^quation chaque variable par sa limite, pour obtenir la 
relation qui a lieu entre ccs dernieres. 
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Remarque. Lii demonstration suppose cssentiellcment que les fonc- 
tions F; /*, ]orsque x, y^ z,... tendent vers leurs Iimites a, 6, c^..., s'ap- 
prochent inddfiniment des valeurs F (a, b, c,...), /"(a, 6, c,...) qu'clles 
affectent pour xe=sa, ys=6, etc. Cette propridt^ des fonctions, sur 
laquelle nous reviendrons plus loin, appartient gdn^ralement aux fonc- 
tions usit^es dans Fanalyse; si, dans un cas particulier, elle cessait d*avoir 
lien, le th^orenie cesserait d'etre applicable. 

Le theorime prdc^dent est la base de la miihode des limiieSy qui 
consiste en ceci : pour trouver la relation qui cxiste entre cerlaines 
grandeurs que Ton ne sait pas comparer directemenl, on les regarde 
commc Iimites d'autres grandeurs variables d*une nature plus simple, 
que Ton pent facilcmenl comparer entre elles. On etablit done In relation 
qui existe entre ces dernieres; puis immediatemcnt, an moyen du 
th^oreme qui pr^cide, on en tire la relation entre leurs Iimites, c'estrft-dirc 
entre les grandeurs que Ton youlait precisdment comparer. 

Supposons, comme exemplc tris-simple, que Ton cherche une relation 
entre le volume V, la hauteur H et la base B d'un cAne circulaire droit. 
Inscrivons dans le cercle de base un polygone rdgulier d*un nombre 
quelconque de c6t^s; soient B' I'aire de ce polygone, V^ le volume de fa 
pyramide dont le sommet est celui du c6ne. On sait, par des considera- 
tions directes, dtablir I'dgalitd 

V = -B'H. 

3 

D'autre part, on fcra voir, par des raisonoements trcs-simplcs, que si 
le nombre des c6t^s du polygone crolt inddfiniment, I'aire du polygone 
et le volume de la pyramide finiront par differer, respect ivement, de 
I'aire du cercle ct du volume du c6ne, de quantites moindres que toute 
grandeur donnee, en sorte que Ton aura dans cctte hypothcse 

lim. B' = B, Urn. V = V. 
L'equation prdcedente donnera done, en verlu du thdorcmc, 

V = -BH, 

3 

et Ton obtiendra ainsi, par la consideration des Iimites, unc relation 
entre des grandeurs qu'on ne pouvait comparer directement. 
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Autre exemple : On montre dans la g^om^trie analytique que la 
condition de perpendicularity de deux droites est exprim^e par T^quation 

I -*- aa' -+- (a -*- a') cos 7 = 0, 

y etant Tangle des axes coordonn^s, a et a' les coefficients angulaires des 
deux droites. Mais cette Equation ne convient pas au cas ou Tune des 
droites est parall^le k I'axe des y, car son coefficient a devient alors 
infini ; et il faudrait calculer directement pour ce cas le coefficient X dc 
sa perpendiculaire, si la methode des limites ne nous permeltait de le 
tirer de I'dquation pr^c^dente. Pour cela, mettons d'abord celle-ci sous 
la forme 



i + a'+^i+l)co8y = o, 



et concevons que la premiere droite tende inddfiniment a devenir paral- 
lele k I'axe des y; la seconde tendra k lui devenir perpendiculaire, a' 



I a' 



aura pour limite 1, et comme - • — ont pour limite zdro, il yiendra, 

a a 

en remplacant chaque variable par sa limite, 

i -h cos y = o, ou i = — cos y. 

Cette valeur de X est prdcisemcnt celle k laquelle aurait conduit un 
calcul direct; mais» grdce k la methode des limites, ce calcul est inutile. 

Ces exemples suffisent pour faire saisir Tesprit de la mdlhode des 
limites; la suite du cours montrera des applications continuelles du 
principe fondamental. 

18. Les qiiantites peuvent dtre regardees comme limites de plusieurs 
manieres diffdrentes, et de Ik rdsultent autant de branches de la methode 
des limites. II y en a trois princi pales : 

i« Une quantUi pent Hrt regardie eomme la limite vera laquelle tend 
la somme d^un nombre de plus en plus grand de termes, pris dans une 
suite inddfinie de quantitis diterminies, 

Ainsi, Ton a vu que I'unitd est la limite de la somme des n premiers 
termes de la suite 

III 

— -4- "T •*""; "** ••••> 
2 2* 2' 
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H croissant ind^finiment. Ce mode d'npplicalion de la notion dcs limiles 

donne naissanee b la ih^orie des siriea, dont nous exposerons plus loin , 

Ics ^[^ments, quoiqu'clle ne fasse pas I'objet de ce cours. 
2' Elle peut itre regardee comme la Hmile vers laquelle tend le rapport 

de deax grandeurt variables qui tendent simultanimmt vers ziro, ou 

comme dependant d^urie telle Umtte. 

A ce point de vue se ratucbe le ccl^bre probleme des langcnles 
auK courbes. Soil M un point donnd sur 
unecDurbe plane; MM' une sccante men^ 
par ce point. Si Ton con^oit que Ic point 
H' se rapprocfae inddfiniment, sur la 
courbe, du point M, la s^ciknte MM' tendra 
vers une position limile MT ; cette limitc 
des s^cantes se nomme la langente k la 
courbe au point M. 
Nommons (r, y) les coordonn^es du point M; {x-*-h, y-*-k) cellcsdu 

point M'; i le coefficient angulaire de la droite MM', r celui de sa limite 

MT. Od a 

X +h — x A 
Lorsque M' se rapprochc inddfiniment de M, d'une part, a tend (Svidem- 
ment vers la limile r; d'autre part, A et A convei^ ent simuItan^meDt vers 
la limite z^ro ; mais leur rapport it : A, comme nous le verrons, peut 
lendre vers unc limile d^t«rmiadc et (inie, que I'dquation dc la courbe 
permet de catculer. Et comme des quantitcs ^ales Icndent vers des 
limiles ^ales, nous aurons 

r = lira -r • 

Ainsi la determination de la langente se ramene & chercher la limite 
(lu rapport de deux variables [endant simultan^menl vers z^ro. 

5" EnGn, la grandeur que I'on veut evatuer peut itre regardie comme 
la limite vers laquelle tend une tomme de quanlilis variables, qui tendent 
loules a la fois vers zero, en mime temps que leur nombre croit indifi- 
niment. 

La raesure des aires planes olTrc tin exempic de ce mode d'application 
des timilcs. Soit AIIB'A' I'aire a ^valuer, comprise cnire une courbe, 
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I'axedes x, et deux nrdonn^cs Afi, A'B'. On parUge cette aire en un 
numbre quelconque dc segments par des paralleles k I'axc des y ; par les 
points M, M',... ou dies cnupcnt la courbe, on m^nc des paralleles k 
I'axe des x, cl Ton d^montre, commc nous le ferons plus loin, que Is 
somme des aires des parallelogram roes 
lels que HPP'K a pour limite I'airc 
cherch^e ABB' A', qunnd les divisions 
PP' de la base A A' sont supposdes 
decmltre inddfinimeni, leur nombrc 
augmenlant au-delii de loute limite. 

II exislo encore biend'autres mani^res 
deconsidererune quantity commetimite 
de quaotil^s varinbtes d'unc nature plus 
simple, mais les deux (Jcruiers points de 

vne, auxqucis nous nous allacherons sp^cialemenl, sont ccux qui consli- 
tuent la tnetkode infinitisimale. Celle-ci n'est done qu'une des formes dc 
la ffldthode des limites. 

Avant d'exposer las prinripes de la mdthode infinitisimale, il importc 
de r^sumer quclques notions imporiantes sur les scries. 



% S. DCS SERIES. 

It. On appelle airie une suite inddfinie de quantitds 
(l) Ui>> Ul. «!,... u...... 

formdes suivant unc'Ttri ddtermin^e, en sorte que le rang d'un terne fait 
connaitre son expression. Le terme v. se nomme le Urme giniral : son 
expression, donnee en fonclion de I'indice n, determine (ou(c la sdric. Soil 

S. = Ho -H Wt + ■•- -4-t(,t_i 

la somme des n premiers termes de la s^rie ; si, pour des valcurs indd- 
liniment croiss&ntes de n, la somme «, tend vers une limite finie et 
d^Ierminde », la serie (i) est dite can\}ergenie, et s est la somme de la 
s^rie; si, au contraire, »■ croit sans limite ou ne tend vers aucune limite 
fixe, la sdrie (i) est divetgente el n*a pas dc somme. Par exempic, la 
pri^ression gdomdtrique 
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est convcrgente, commc on salty pour toute valour do a entrc zero ct 
Tunite, et a pour somme (i — a)"'; clle est divei^cnte pour toute valour 
de a dgale ou superieure h I'unit^. 

Si la s^rie (i) est convei^ente, il est clair que la seric 

tin -♦• tt«+i -I- ••• 

est aussi convergente et a pour somme s — «»; et en ddsignant par R« 
la somme de cettc s^ric, en sortc que 

on dira que R« est le reste de la s^rie (i) & partir du »"*« terme. 
n est clair aussi que si, a partir d'une cerlaine valeur de n, les termcs 

formcnt une seric convei^ente, la scrie (i) est clfe*mdmc convergente. 

99. Propriites gen^ales des series. — I. Datis toute sMe convert 
gentey le terme general Un a pour Itmite ziro^ lorsqne n croit indefiniment. 

En effct, Ics sommes Sn et Sn^i tendaiit alors vers la mdme limile 8, 
leur difTcrcnce 

»,+! Sn= Un 

9 

doit necessairement finir par devcnir moindre que toute grandeur don- 
nce : elle a done pour llmite z^ro. 

Plus generalement, quelle que soit la valeur du nombre entier p, 
Ics sommes Sny Sn^p tendant vers une mdnie limite fixe s, leur difTerencc 

Sn^p Sn = Un -h tt^^-l -h ••• -H tln^p^i 

doit n(Scessairement (endre vers z6ro quand n croit indcfiniment, si la 
scrie est convergente. Et r^ciproquement, si la difference Sn^p — «i» a 
pour limite z^ro quand n croit sans limite, quelque valeur constantc, 
ou variable, et m^me indefiniment croissante, qu'on attribue au nom- 
bre p, la sdric (i) sera convci^ente. En effet, supposons que la condition 
soit remplie, et que la s^rie soit divergente, en sorte que s^ pour 
des valours indefiniment croissantes de n, croisse sans limite ou oscille 
indefiniment entrc deux valeurs ddterminees. On pourra done toujours, 
quelque grand que soit n, ajouter k Sn un nombre p de termcs sufTisam- 
mcut grand, pour que s^+p differe de Sn d'une quanliie finie, superieure 
a une limite donnce h (voir au n^ 16). La difference Sn^p — Sn ne Onirait 
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done pas par rcstcr constammcnt moindre que toute quantity assignee 
d'avanee, et n'aurait pas pour limile z^ro, eomme on I'a supposd. Done 

II. La condition necessaire el sufflsante dela convergence de la serie (i), 
est que la difference 

tende vers ziro pour des valeurs indifiniment croissantes de n, quelque 
valenr qu'on attribue d p. 

Cettc proposition renferme la premiere, mais eomme cclle-ei indique 
une condilion beaueoup plus faeile k verifier, 11 est utile de la conservcr. 

III. Lorsqu'une s4rie a tous ses termes respectivement moindres, en 
valeur absolue, que les termes correspondanls d^une serie convergente d 
termes positifs, elle est elle-mdme convergente^ car la difference Sn+p -—Sn 
a, dans la s^rie propos^e, une valeur num^rique inf^rieure ou tout an 
plus egale a celle qu'elle possede dans la s^rie convergente, et eomme 
dans celle-ci elle tend vers zero, d'apres ce qui precede, il en sera de 
m^me dans la propos^e ; d'oi!i, etc. 

IV. Si I'on multiplie les tertnes successifs d'une sirie convergente a 
termes positifs 

par des factenrs de signes quelconques aq, ai,** ffn,--, dont la valeur 
numerique ne depasse jamais une limite donnee, la sirie ainsi formee 

sera encore convergente. 

C*est encore une consequence du th^orime 11^ car dans cette serie la 
difference «»+p — «» a pour valeur 

= («« -♦- Un^\ -♦-•••-♦- Un^p-\) t^ (a«j «»+!,•••, a»+p-i); 

Ic premier facteur tend vers zero en m^me temps que — 9 par hypothesc ; 

Ic second ne depasse pas une quantitc finie ; le produit tend done vers la 
limile zdro, cc qui assure la convergence de la serie que Ton a formee. 

V. Lorsqu'une serie convergente reste telle en reduisant tous ses termes 
d leurs valeurs numeriques^ on peut intervertir d*une maniere arbitraire 
Vordre de ces termes sans allher^ ni sa convergence^ nisa valeur. 
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SupposoQS que la sdrie (i) soit convergente^ que r. d&igne la valeur 
absolue de ti«, et que la sdrie 

To -*- ri -♦- Ti -h • • -h Ti, -+- • • • 

soit convergentc. Soit 

(2) i?o -*- Vi -H ••• -I- Vm -*- ••• 

la sdrie form^e en disposant dans un autre ordre les termes dc la s^rie (i), 
et s'm la somme de ses m premiers termes. II est clair qu'on peut prendre 
m suffisamment grand pour que s'm renferme les n premiers termes de la 
sdrie (i), avec d*autres d'un rang plus ^lev^, en sorte que 

«'■• = «« -f- ti„ H- ti^ -*- ••• -*- tij^, 
a, j3,.. / etant compris entre n — i etn-f-p — i. Done 

Faisons croitrc ind<Sfin]ment n, et par suite m; le dernier membre 
de Tin^alit^ prccddente tend vers z^ro, k cause de la convergence de 
la sdrie 



To -♦- Ti-f- ••• -♦- Til -I- ••• 



9 

8^ a pour limite «, somme de la sdrie (i) ; done 

lim n'm := s, 
C. Q. F. D. 

On voit qu'il n'est pas permis d*intervertir arbilrairement I'ordre dcs 
termes d'une serie convergente, sans s'^tre assur^ que celle-ci satisfait k 
la condition pr^c^dente. Ainsi, les series 

I I I I I 
I — — I — — — I- — — — -♦-•••, 
23456 

iiiiii I I 
325749 II 6 

composes dcs m^mes termes affectes des m^me signes^ ont leurs sommes 
dans le rapport de i & -• 

La n^cessit^ de la convergence d*unc serie ^lant ^tablie, il importc 
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d'indiquer les rigles principales qui permettent de prononcer sur la con- 
Tergence ou la divergence d'une s^rie donn^e. 
M. Sines dont torn les termes sontposUifs. — Supposons que la s^rie 

(l) tto -♦- tti -*-•••-*- 1/, -»- ••• 

ait tous ses termes positifs, auquel cas, si «« ne croit pas ind^finiment 
avee n, la s^rie est n^cessairement cooTergente. On pent g^n^ralement 
s'assurer de sa convergence au moyen du th^oreme suivant : 

VI. Si le rapport -^ , d partir d'une certaine valeur de n, reste 

constammeni moindre qu*ufie quantite k plus petite que Vunitiy la sirie 
(i) est convergente; sHl reste constamment supirieur d Cunitiy la sirie 
est divergente. 
En effet, dans le premier cas, h parlir de cette valeur de n, Ton a 

Un lln+l l^iH-l 

d^ou 
La s^rie 

Un -H Un^l "^ Un^t -*-... 

a done tous ses termes respcctivement moindres que les termes de mdme 
rang de la progression g^om^trique 

Un -I- Unk -+- Unk* -f- Unk* -f- ••, 

qui est convei^ente, puisque A: < i. Done, d*apres la propri^td III, clle 
est elle-meme convei^ente, et par suite la sdrie (i). 

Dans le second cas, les termes de la s^rie, k partir d'un certain rang, 
Yont constamment en croissant, la premiere condition de convergence 
n*est pas remplie. 

CoROLLAiRB. Si le rapport Un^i : i/» tend vers une limite ditertninie A, 
lorsque n croit sans limite^ la sirie est convergente ou divergente selon 
que X e«( < OK > que I'uniti. En effet, dans le premier cas, il suffit de 
prendre un nombre k compris entre i et X, et moindre cons^quemmcnt 
que I'unit^ : le rapport d'un terme au pr^c^dent finira (16) par dtre 
constamment moindre que A:, done la s^rie sera convei^ente. Par la 
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rn^me raison, dans le second cas, -^ finira par ^tre constamment 

sup^rieur li Tunit^, la s^rie sera divergente. 
Exemple : La s^rie 

II I 

I H K 



«■+! 



I 1-2 I • 2....W 

est convei^ente, car le rapport 

Un n 
a pour limile zdro, 

Lorsque la limite X est ^ale k Tunitd, et que d'ailleurs ^^^^ ne reste 

pas constamment sup^rieur k sa limite, le th^orime pr^cMcnt ne suffit 
plus pour decider de la convei^ence ou de la divergence de la serie. 
VII. Si, a partir d*une certaine valeur de n, la quantiti 

I 

(Un) • 

est eonstamment moindre qu'une quaniiti fixe k plus petite que Funiti, 

la sirie (i) est convergente ; elle est divergente j au eontraire^ si {Un)*finit 
par Hre toujours plus grand que Vunite. 
En effct, dans le premier cas, pour toutes les yaleurs de n qui suivent 
la proposce, on a 

t 
K)*<* ou Un<kr. 

Les termes de la s^rie (i) sont done, k partir d*un certain rang, inferieurs 
k ceux de la progression g^omdtrique convergente 

ce qui suffit pour ddmontrer la convergence de la serie (i). 
Dans le second cas, u« reste constamment plus grand que I'unit^. 

CoROLLAiRE. — Si {Un) ** tend vers une limite > pour des valeurs indifi- 
niment croissantes de n, la serie {i)est convergente st X < i, divergente 
SI }. > I . 



2 



on a 
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Ce eorollaire se d^montre com me le precedent. 
Exemple : Dans la s^rie 

A V /5 V /n-»-2 V 

(-XI -h ( ~X 1 -H •• -HI X) -♦-••• 

2 

l*«)* = X== X, 

n -*- I I 

I -h- 

n 

dont 1.1 limite est x lorsque n croit sans limite. Gelte seric est done 
convergente si x < i, divergcntc si x> i. 

Ce criterium devient aussi Insuffisant lorsque X=i : il faut alors 
recourirades rigles spdciales que nous n'indiquerons pasici (V. note i'**). 

HH. Series dont leg iermes ne sont pas tous de m^me signe. — Lors- 
qa^une s^rle a tous ses termcs negatifs, elle rentre ^videmment dans le 
cas que nous venons d'etudier. Consid^rons done le cas ou les termes de 
la serie ont des signes quelconqnes : la remarque suivante suffit souvent 
pour decider de la convei^encc. 

VIII. Lasirie 

(l) t/o -♦- ttl -♦-••• t/» -4- •• 

est to u jours convergente, lorsque la serie obtenue en redttisant chaque 
terme d sa valeur absolue est convergente, 

Eneffet, soit r» la Taleur numcrique de Unl on a 

et comme on suppose convergente la s^rie qui a pour terme general rn, 
cette derniere quantity lend vers zero, done on a 

lim(«,+p— «») = 0. 
II suitde Ih que les r^les du nuniero precedent seront applicables aux 

series k termcs positifs ct negatifs; ainsi, lorsque le rapport-^ r^duit 

k sa valeur numcrique, tend vers une limite A pour des valeurs indefini- 
ment croissantes dc », la S(^rie (i) est convei^ente si 7.<i, divergente 
si >> I, etc.... • 

Mais une serie peut encore dtre convei^ente, lorsque la s^rie forra^e 
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des valeurs absolues de scs tcrmes est divergcnte : le th^oi*ime suivaiU 
est alors souvent applicable. 

IX. Lorsque les termes de la sirie (i) sont^ d partir d'un certain rang^ 
altemativement positifs et negatifs, et de plus constamment et indefini= 
ment deeroissanU, la sirie est convergente. Le rcste d partir d'un tertne 
determine est moindre que le terme suivant, 

Soit Un un terme k partir duquel les conditions ci-dessussont remplies* 
On aura 

Par hypothese, r»>r»^i]>r»4.f-; done la quantity 

est 1^ positive; 2"* moindre que r«., puisqu'on pent IVcrire 

r« — {TnJ^i — r»^t) — (ri»+3 — *'«+4) — * • • 
Done 

val. num. {Sn^p — «,) = .^ (o,r«), 

et comme r» tend vers z6ro lorsque n croit sans limite^ il en est de m^me 
de Sn+p — ««, C. Q. F. D. 

L*^galit^ pr^c^dentfi ayant lieu quel que soit p, on pent supposer n lixe 
et p ind^finiment croissant et Ton aura 

s — Sn = fin= ^4 (o,r,)- 

On a ainsi une limite de Terreur commise en arr^tant la s^rie k son 
n"' terme. 
Applicaiiim. La s^rie 

III 

2 3 4 
est convei^ente, quoique la sdrie des valeurs absolues des termcs 

III 
I H 1 1 h««--, 

2 3 4 
que Ton nomme shie harmonique^ soit divergenle. En effet, on a pour 
celle-ciy en prenant p = n, 

I I I ^ I ^ I 

«i» — «»= 1 1 — H — > — x«>-; 

n-*-i «-h2 211'^ 2n 2 

cette quantite ne tend pas vers zdro avec ~ 9 la serie est divergenle. 
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GoROLLAiHE. 5», dans une serie dont Us termes sont affeetes de signes 
quelconqueSy Us groupes successifs fortnis par Us termes positifs et par 
lei termes ni^atifs ont de$ valeurs constamment et indifiniment dicrois- 
sanies, la sirie est convergente. Gar ]a sdrie formee par ces groupes 
successifs est convergente^ d*apres le th^oreme prect^dent; et Ton voit 
sans peine que sa convergence entraine celle de la s^rie propos^e. 

%9. Series imaginaires. — Une s^rie dont le terme general u» est une 
quantity imaginaire p. + 9«t, se nomme une serie imaginaire. 

Designons par 

Sn = (po -H qfo t) -4- (pi -♦- 9i t) H h (p«„i -4- qf«_i») 

= (/>o -4- Pi -H ••• -h p»-i) -h (qfo -♦- q^t H H qm^\)i 

la somme de ses n premiers termes. Si, pour des valeurs indeflniment 
croissantes dc n, <« tend vers une limite finie et d^termin^e, la s^rie est 
convergente; il faut et il sufiSt, pour cela, que les series r^elles 

po -+■ Pi -+■ ••• -+- pi» -t- •••, qfo -♦- q^i -4- ••• -+- qfn -h •••, 

soient convergentes, et si Ton d^signe par P, Q, Icurs sommes respcctivcs, 
la somme de la s^rie imaginaire sera P + Qt. 
5M« Soit 

(l) tfo -H tf| + ••• -♦- t«» H- ••• 

une s^rie imaginaire; posons 

Un = r« (cos G, -♦- 1 sin 0«). 

On pourra souvent s'assurer de la convergence de la serie (i) k Taide 
de ce th^orime 

X. Une serie imaginaire est convergente^ lorsque la serie formie des 
modules de ses differ ents termes est convergente, 

Supposons, en effet, que la s^rie 

Tq -4- r< -t- Tf -♦-••• -H r« -f- ••• 

dont les termes sont positifs, soit convergente. D'apres le thdorime UI, 

les series 

Tq cos Oo h- ri cos 9i -+- ••• -4- r« cos 9,» -*. ..., 
rosinOo -+- nsinOi -+- ••• -♦- r.sin 0» -h •••, 

formdes en multipliant les termes dc la premiere par des facteurs cos ^ny 



— 32 — 

sin 0«y qui nc pcuvcnt depnsscr Tunilc, sont cgalcmenl convei^enlcs. II 
en est done de mdme de la serie 

To (cos 00 -H tsin9o) -h ri (cos Gi 4- t sin 0|) -*- ••• 

Mais une s^rie imaginnire pent evidemmcnt dtre convergentc^ sans que 
la serie des modules le soit. 

XI. Si une serie imaginaire reste convergente lorsqu^on reduit le$ 
diffirents termes d leurs moduleSy on peut intervertir arbitrairement 
I'ordre de ces termes sans alUrer la convergence de la serie^ ni sa valeur. 

Cetl« propri^t^, analogue au th^orime V, se d^montre de la m^me 
maniercy en appliquant le raisonncment du n° 90 aux deux series rcelles 
dont se compose la s^rie imaginaire^ el ddsignanl par rn^ non la valeur 
num^rique, mais le module de 7i«. 

%S. Combinaison des series. — XII. Si les series rielles ou imaginaires 

(1) * tlo H- Wi -♦-•••• H- Wn-h" •, 

(2) I'a ■♦- V| -H •••• -4- V» -♦- • •• 

sont convergentes el ontpour sommes respectives s et «', la serie 

sera convergente et aura pour somme s + «'. 

Car les sommes, Sn et s'«, des n premiers termes des series (ij el (2), 
ayant respectivement pour limiles s et s', la somme Sm -*- s'n des n pre^ 
miers termes de la nouvelle sdrie aura pour limite s +«', lorsque u croitra 
ind^flnimcnl. Ce tlicorime concerne Yaddition des series, Ic suivanl leur 
multiplication, 

XIII. Les series (i) et (2), reelles ou imaginaires^ elant convergentes, 
si elles restent telles lorsqu'on reduit clique terme a son module, la serie 

(3) UoVo -+- [UoVi -4- fl|l?o) -♦- (ttoWf H- UiVi -4- ttal'o) -4- •••, 

qui a pour terme general 

UoVn -4- Uil?^_i -4- ... -4- Un^iVi -4- W„l?o, 

sera convergente, et aura pour somme ss\ 

i» Supposons d*abord que u^ t\ soient reels et positifs, el foruions 
les sommes 

Sn=Uo -4- Uf + ... -4- Wn_f, «'« = t?o -H Ui H -4- l?„_i, 

S"n = UoVo -4- {UoVi -4- UtVo) -4- • • -4- {UoVn^i -4- U\Vn-% -4- ••• -4- W««ir«) 
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des n premiers termes des s<k*ies (i), (2) et (3). Lc produit SnS'n renfer- 
mera dvidemment tous les termes qui figurent dans s^'ny plus un certain 
nombre d'autres termes positifs, done 

D'autre part^ si Ton designe par m le nombre entier irom^diatcment 

infdrieur k > il est facile- de voir que le produit SmS'm ne ren- 

fermera que des termes dans lesquels la somme des indices de u et de t; 
sera inf^rieure \n — i, termes qui scront tous compris dans ^\. Done 

Faisons croitre indefiniment m, et par suite n; «»<'» ayant pour limite 
M% de mime que Ah^'k, la quantity «''„, toujours comprise entre deux 
autres, doot la limite commune est 9s'^ tend n^cessairement elle-mime 
vers cette limite. La s^rie (3) est done convergente et a pour somme ^a'. 

S® Les series (i) et (2) ^tant maintenant imaginaires, soient r.^ r'» les 
modules respectifs de ti«. et i7». En ddveloppant les valeurs de a^a'*, et de 
a'\, on trouve sans peine 

Lc module d*une somme ctant moindre que la somme des modules de 
ses termes, on a 

mod (a,a'i» — a",) <r».ir'„«i -*- {^^Kr'n.% -+- r^tt'n^^ 



•• • 



Cette somme tend vers zero en mime temps que - 9 car elle n*est 

autre chose que ce que deviendrait SnS'n — 8"n si, dans les series (i) et(2), 
on reduisait chaque terme ii son module; et comme, par hypothise, ces 
series resteraient convergentes, et ii termes positifs, la proposition leur 
serait applicable et la difference Sni'n — s'\ aurait toujours pour limite 
liro. Done on a 

lim mod (a»a'« — a"«) = 0, 
et par suite 

d'ou, enfin, 

lim s"n = m', 

comme dans le premier cas. II faut reqiarquer que ce second cas com- 
prend celui ou les termes de series (i) et (2) sont r^els et de signes quel- 



Km(a«a\ — a"n) = 0; 
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conques : le module d'un terme oegatif se reduisant, Gonmie oo sail, k 
sa valeur num^rrqiie. 

Le th^oreme XIII sert k diSvelopper en s^rie convei^ente le prodait 
de deux facteurs, dont chacuo est deja developpe en s^rie. 

%%. LimiU de l'expres9ion (i -«- a)<^ . — Consid^rons la aerie ind^finie 
couTergente 

/ \ III I 

I 1-2 I-2«3 1*2 -"n 

dont nous d^signerons la somme par e. Nous nous proposons de d<Smon- 
trer que, la quantity a tendant vers z6ro suivant une loi quelconque, 
la valeur de Texpression 

(i -*- a)« 
tend vers une limite 6gale k e. 
Supposons d'abord que a soit de la forme — , m d&ignant un nombre 

entier inddfinlment croissant. On a, par la formule du bindmey 



(-:)- 



I rnim — i) I I 

m I • 2 m* m* 



Le terme de ce d^veloppement qui en a p avant lui est 

m(m — i)*««(m— pH- 1) i i / i\/ 2\ / p — 1\ 

1-2 -p m' i-2*-«pv •»v\ •**/ \ »»"/ 

et sous cetle forme, on voit 1** qu*il est positif, puisque les facteurs sont 
tous positifs; 2<* qu*il crott constamment lorsque m re^oit des valeurs 
ind^finiment croissantes, p ayant une valeur constante ; 3^ qu*il s'ap- 

proche alors Indefiniment de en restant inferieur k cette limite, 

•^ I.2"«p 

car les facteurs ( i ),...( x — liendent vers Punit^. 

\ mj \ m J 

De \k il r^sulle dijk que f i h — j a une valeur positive constamment 

croissanle avec fit; puisque, d*une part, chaque terme du developpement 
croit; d'autre part^ le nombre m -t- i de ces termcs augmente. En outre, 
cette valeur est toujours moindre que e, car chaque terme du develop- 
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pement de ( i h — ) est moindre que le terme de m^me rang de la 

serie indefinie dont e est la somme. La variable f i h — \ > qui crolt 

toujours sans pouvoir ddpasser unc quantity donnd e, a n^cessaircmcnt 
une limite egale ou inf^ricure 2i e. 

Soft e une quantittS, prise aussi petite qu'on le veut. On peut cboisir 
un nombre & sufBsamment grand pour que la somme 



II I 

I -♦- -H -»-... H r 

I I '2 I • 2 ••• A: 



des i H- 1 premiers lermes de la s^rie (3) soit comprise eotre e eie — e; 
ce nombre ^tant fix^^ on peut donner k m une valeur suffisamment 

grande, pour que la somme des A + i premiers termes de f i h — j 

difi%re, de la somme des A + i premiers termes de la serie (3), d'une 
quantite moindre que e, et soit par consdquent comprise entre e et 
e — 26 ; done aussi 

mutant suffisamment grand. On a done 

Urn 



Jm I IH — I esse. 



Supposons^ en second lieu^ que a tende vers z^ro suivant une loi quel- 
conque, mais en restant positif ; et soientm» m + i deux nombres entiers 

eonsecutifsy entre lesquels - demeure compris. On aura done 

en 

-=m-i-y, y« ^ (o, i), 
et par suite 

D'autre part 
(i-4-a)^(i-4-— ^) Vl 1-^— ^) =1 1-4--^ ) :(i"+-— ^-J 

Lorsque a tend vers zero, tit et m -«- i croissent inddfiniment; i h — > 

tn 
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X ^ ont pour limite Tunite, tandis que, d'opris ce qui a iii etabli, 

III -♦- I 

( I H — J » [ I H 1 ont pour limite commune « ; (i -♦- «)* 

est done compris entre deux quantitds qui ont une m^me limite e, el 

tend vers cetle limite. 

II nous reste k consid^rer le cas ou a, en (endant vers z^ro, serail 

constamment negatif. Nous poserons 

I 
I -*-« = 5, 

I H-p 

et comme i -»- a est ici moindre que Tunit^ qui est sa limite, il faul 
que I +|3soit> i, done ^ est positif et tend vers zero. Or, nous 
avons 

Dc ces deux facteurs, le premier a pour limite e, d'apris ce qui pre- 

1 

c^de; le second a pour limite Punite; le produit, ou (i -4- a)^, « done 

encore pour limite e. 

II rdsulte de tout cela que, de quelque maniire que a tende vers la 

limite z^ro, on a toujours 

lim{i -♦- a)«=ae. 

La scrie (3) permeC de calculer le nombre e avec autant d'approxima- 
tion qu'on le veut : on trouve 

e «=a 2^7i828i8284... 

Ce nombre joue un rAle tris-important dans Tanalyse (IS). 

GoaoLLAiHB. On d^duit de ce qui precede la limite de z^^— -f 

a 

a tendant vers ziSro. On a, en effet, 

t 1 

I. (l 4- a)«s=sjc, (l -♦- «)« = «*, 

et comme le premier membrc de cette derniire ^galile a pour limite e, 

on a 

lim e* == c, 
d'oii 
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§ 6. n£tI10DE INFINIT^SIMALE. 

%7. D'apris ce que Ton a vu plus haut (IS), ]a mdthode infinit^simale 
coDsiste k Stahlir lea relations qui existent entre des grandeurs quel- 
canqueSj en les consid4rant comme limites de rapports, ou cotnme limites 
de sommeSy d'auires quantitis variables qui ont pour limite zero, et 
entre lesquelles il est plus facile d'itablir la comparaison. 

La rigueur, la f^condiK^ ct la simplicity de cette m^lhode dependent 
sartout de deux propositions g^niSrales que nous aliens etablir, apres avoir 
pos^quelques definitions. 

On appelle quantiti infiniment petite, ou simplement un infiniment 
petit, toute quantite variable qui a pour limite zh'O, 

Ainsi, dans le probleme des tangentcs (IS, 2*), A el Ar sent des quan- 
tites infiniment petites; dansceluidesaires(1§, 3*"), lesparallelogrammcs 
tels que MPP'K sont des infiniment petits, etc. 

De m^me, lorsqu*une quantity variable recoit des valours ind^fi- 
niment croissantes, en sorte qu*elle finit par dtSpasser tout nombre 
donne, on dit qu*elle devient infiniment grande, ou qu'elle a pour limite 
Vinfini. 

Enfin, lorsque le rapport d'une quantite variable k une autre tend vers 
la limite z^ro, la premiere est dite infiniment petite par rapport a la 
seeonde. 

9S. Tb^or^iib I. — La limite du rapport de deux quantites infiniment 
petites a et ^ n'est pas changde lorsqu'on remplace ces quantites par 
d*autres a' et ^', pourvu que les rapports des premieres d celle-ci aient 
respectivement pour limite I'uniti, c^est-a-dire, que Ton ait 

a p 

a a' 
£u d^signant par p^ p les rapports ^9 -rrf on a 



p'-li'-WW 



Les deux tcrmes de ce rapport ayant pour limite Tunite, le rapport 



— 38 — 
lui-mdmc a pour limitc Tunitd, done 

Um ~ = I , lim p =» lim p', 

ce que nous voulions ^tablir. 

L'obseryation suivante faeilite souvent remploi de ee th^oreme* Soient 
a, a' deux infiniment pctils dont le rapport a pour ]imite Tunite; e une 
quantity comprise entre a et ae^ en sorte que Ton ait 

Divisant par a' ccs in^alitds, on a 

a 6 

et comme, par hypothise, l%tn—^=iy le rapport -^ reste compris entre 

Tunitd et une quantity variable qui s'approche ind^finiment de Tunit^ : il 
a done lui-m^me pour limile i . On a done 

i 

a a. 

Si a, ^tait n^atif, la division par a' changerait le sens des indgaliles, 
mais non la conclusion. 

Exemple : On montre, dans la trigonometric, que la longueur de Tare 
est toujours comprise entire celles de son sinus et de sa tangente. Soit a 
un arc infiniment petit, on a done 

«= t^ (sina, tga). 

Or 

sina 

=3 cos a, 

tga 

dont la limite est Tunit^ quand a tend vers zdro. Done, les rapports 

a a 



sm a tang a 

ont pour limite Tunitd, ainsi que leurs rdciproques. Ainsi, dans tout 
rapport dont un des termes sera Tune des quantit^s infiniment petites a, 
sin 1^ tg oL, on pourra la remplacer par Tune des deux autres, sans que 
la limite du rapport propose soit alteriSe. 

tH. Th^ori&hb II. — La limite d'une somme de quantitis infiniment 
petites de mime signe, dont le nomhre croit indifiniment^ n'estptvt changie 
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torsqu'on rempl€u:e ces quantitis par d'autres, pourvu que les rapports 
des premieres d celles-ci aient respectivement pour limite runite, 

Soient ai, «!,•., am des infiniment petits de m^ine signe ; ^i, ^t^M P<» 
d'autres infiaiment petits, tels que les rapports 

tendent vers TunitiS lorsque m croU ind^finiment. D*apr^ une proposition 
connue, on a (1) 



flti -4- OCf -♦- • • • -4- OLm 






(3| -4- Pt -♦- ••' -♦- P* 

et tons ces rapports convergeant vers Tunit^y le premier membre a pour 
limite Tunitd ; ce qui exige ^videmment que Ton ait 

Km (ai -♦- at -♦- • • -4- am) = Km (^i -+- jSt -4- •• • -♦- (3m). 

Si Pune des deux sommes ^tair constammcnt dgale ii une yaleur fixe A, 
Tautre aurait pour limite cettc quantity A. 

SO. Les deux propositions precddentes peuvent s*enoncer d*une autre 
mani&re^ eu egard ii la remarque qui suit : 

TH^oaiiiB III. — Lorsque deux infiniment petits a et ct' outpour limite 
de leur rapport VunitSy leur difference 3 est infiniment petite par rapport 
a chacun d'eux, et r^ciproquement. 

En effety I'cquation 

pent s'ecrire : 

i at. 



«'""«' ' 



ct le second membre ayant pour limite z^ro par hypothese, 11 en est de 
m^me du premier; done i est infiniment petit par rapport ii a' (97). 

R^ciproquement, i\ est clair que si /im-rsso, on a /im-7«= i. On 

a a 

raisonnerait de mdme sur le rapport i : a. 

Puisqu'il revient au m^me de dire que deux infiniment petits ont pour 
limite de leur rapport Punit^, ou que leur diiFerencc est infiniment petite 
par rapport k eux-mdmes, nous pouvons enoncer les thdoremes I et II 
comme il suit : 

On peuty sans altirer la limite da rapport de deux infiniment petits. 
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fUgliger dans chaque terme une quantiti infinimefU petite par rapport 
d /tit. 

On peutf sans alterer la limite d'une somme d*infiniment petits, en 
nombre infiniment grand, negliger dans chaque terme une quantiti infi" 
niment petite par rapport d lui. 

VniiMii de ces th^orenies dans Temploi de Ja miSthode infinit^simale 
eoDsiste, comme nous allons le voir, en ce qu*ils permettent de negliger, 
dans la plupart des cas, priScis^nient les parlies des quantit^s infiniment 
petites qui faisaient la difficult^ duproblime;etcela, sans que la rigoeur 
et rexactilude des rdsullats soient aucunement alt^rdes. 

£elaircissons ces principes g^n^raux par des exemples. 

SI. Limites de rapports. — D*apris ce que nous avons ^tabli (18)9 le 
coefficient angulaire r de la tangente k une courbe en un point M (x, y)^ 
est donn^ par Tdquation 

T = lim r 9 
a 

keik designant respectlvement les accroissements infiniment petits de 
Tabscisse et de Tordonn^Se, quand on passe du point M ii un point infini- 
ment voisin M'. Pour montrer comment Tequalion de la courbe conduit 
k trouver cetle limite, considdrons la courbe qui a pour Equation 

sin 2 X -i- sin 2 y = a, 

a dtant constant. Les coordonnees (x, y) du point M satisfont k cette 
Equation, et de mime celles du point M% x + A, y -^ k, k Tdquation 

sin 2 (x -h A) -+- sin 2 (y -1- A) = o. 

Retranchant la premiere de celle-ci, i\ vicnt 

sin 2 (x -»- A) — sin 2 X + sin 2 (y -H fc) — sin 2 y = 0, 

ou, d'apres une relation conn^ie, 

2 sin A • cos (2X -4- A) -♦- 2 sin A • cos (2y -+- A) = 0. 

Dela 

sin A cos (2x + A) 

sin A cos (2y + A) 

Ici se prdsente Tapplication du premier thcor6me : A et A etant infini- 
ment petits, on peut remplacer sin A par A, sin A par k, sans changer la 
limite du rapport; done 

, . A , . cos (2x -+- A) cos 2X 
ttfn 7 ^ — ' itrn ; r- = 9 

h cos (2y -¥• k) cos 2y 
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])Our )e coefficient angulaire cherch^, ce qui sulfit pour d^lcrminer la 
tangente h la courbe, au point (x, y). 

Get eiemple tr^s-»iiDpIe nous conduit a une conclusion imporlanie : 
il reeulle de I'expression g^n^rale du eoefficrcnt angulaire r que si, au 
moyen de I'^quation d'une courbe, on savait determiner d'une maniire 
generate, k parlir d'une valeur quelconque de I'ubscisse, la limite du 
rapport des accroissements iufinintent petils h et k, on saurait aussi 
mener la taogente en un point quelconque de la courbe. Or, en vertu de 
I'equatioD m^me de la courbe, I'ordoDn^e esL une fonction d^terminde 
de I'abscisse; nous sommes done conduits & nous poser ce probleme 
d'analyse : 

Diterminer la limite du rapport des accroissemenli infiniment petttt 
eorrespondanU d'ttne fonction et de la variable dont elle dipend, a partir 
d'une valeur quelconque de celte demiire, 

Cu probleme est proprement Tobjet du ealcul diffirentiel, mais sa solu- 
tion embrassera celle de beaucoup de problilmcs, aulres que celui des 
laogenles. 

S4. Limites de sommes. — Reprenons la question de I'aire comprise 
eotre une courbe, I'axe des x, et deux ordoanees AB, A'B' de cetle courbe 
(19, 3'').Aprc8BYoir, comme nous Tuvons dit, parlag^ celte aire en seg- 
ments HPP'H' par des psrallilcs 4 I'axe 
des y, revelualion de ces segments cur- 
vilignes offrirait les m^mes difficult^s 
que celle do I'aire ABB'A' elle-m^me. 
Hals si, par les sommets M des ordon- 
nie&t on mdne des paralleles MR i I'axe 
des X, on pourra, lorsque Ton fcra Icn- 
dre vers zdro les divisions PP' de la base 
AA', subsliluer aux dldments MPPTM' de 
Taire de U courbe fes paralMlogrammes 

infiniment pclits HPP'K, snns que la limite de leur somme soft alldrde 
par cette subslitution, car Ic rapport des aires HPP'M', HPP'K a pour 
limite I'unitd. En effct, menons par le point H', H'K' dgal et parallMe k 
HK ; tcs parall^logrammcs MPP'K, K'PP'H', de mdme base PP', eont 
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entr*eux comme leurs c6t6s MP, MT'^ dont le rapport a dvidemroeiit pour 
limite I'unitd quand P' se rapproche ind^finimcnt de P. Le rapport des 
aires MPP'K, R'PP'M' tend done vers I'unit^ ; Taire MPP'M\ comprise 
entre les deux pnfc^dentes (car PP' <Stant infiniment petit^ on pent sap- 
poser que Tordonnde varie toujours dans le mAme sens entre M et M'), 
est done avec chacune d'elles dans un rapport qui a pour limite Tunitd. 

Ainsi, comme consiSquencc du second th<Sorime fondamental, Taire 
cherchde ABB'A' peut Atre considdr<Se comme la limite de la somme des 
aires des paralldlogrammes MPP^K, construits sur les ordonndes de la 
courbe, et sur les accroissements infiniment petits correspondants de 
Tabscisse. 

Soit^ par exemple^ k ^valuer Taire de la courbe 

entre deux ordonn<Ses correspondantes 2i x = a, x s= 6. Divisons la por- 
tion 6 — a de Taxe des x en m parties dgales k a, d'ou 

6 — o = ma ; 
les ordonndes correspondantes aux points de division seront 

la somme des aires des rectangles inscrits aura done pour expression 

U [«• -4- C*+« -♦• •• -4- c«+<-«-«>«l t=2 a=f(€'' — e*) • 

"• -"ga— I ^ 'e" — I 

L*aire cherchde S est la limite de cette expi*ession, m croissant k Tinfini 
et a tendant vers ziro : il sufBt done de trouver la limite du rapport 
d'infiniment petits 



en posant 
Or, ceci donne 
d*ou 



a 


a 


«« — 


i'^^' 


e«- 


-i = p. 


i+P, 


«r=l.(l 


a 1. 


(I-^P) 


P~ 


P ' 



P), 



et comme^ ^ etant infiniment petit, le second membre a pour limite Tunite 
(%%)f on a 

lim = I. 



De Ik nous t irons 

S — e* — e- 

pour I'expression de I'aire demand^e. On remarquera qa'elle a pour 
mesure la difference des ordonn^es qui la tcrmiaent. 

On calculerait par des considerations analogues I'aire d'un segment 
parabolique, circulaire, ellipliquc, etc.'*'. 

U. Comme dernier example, calculons le Tolume engcndr^ par une 
surface plane, (ournant autour d'uue droite fiie situtSe dans son plan. 

Le parabole qui a pour Equation 

lournant autour de son aie, engendre un paraboloide de revolulion. Par 
un point A de I'axe, menons un plan perpe ndiculaire k I'axe : c'est Ic 
volume compris eotre ce plan et la surface qu'il faut evnluer. 

Pour cela, parlageons la distance OAi^a 
du sommcl au plan secant, en m parties 
^ales et infinimcat pelites a, d'ou 



Par leg points de division P, P',.. menons 
des plans perpendieulaires i I'aie : le vo- 
lume sera pnrtage en tranches infinimenl 
minces MNN'M'. Pour nous d^barrasser de 
la portion difficile k ^valuer dans cbacune 

dc ces tranches, nous ferons voir, par un raisonnemeni lout semblable 
h celui qui nous a servi dans la mesure des aires, que Tune quelconque 
d'entr'eltes, HNN'M', pent itre remplacee par tc volume du cylindre 
HNSQ, qui a pour base le cercle engendr^ par Tordonn^e MP de la para- 
bole, et pour hauteur la distance PP'saa de deux plans secants cons^- 
cutifs. La limite du rapport des volumes de la (rancbe el du cylindre est, 
en effet, ^gale k I'unite, lorsque a tend vers zero. Nous auroos done, en 
d^^nant par x, y les coordonn^es du point U, par ■ le nombre des 
divisions x comprises dans OP, 

I ^— OP ^ IB, y* =^ 2px =• spia, 
vol. MNSQ ^trj* .« = «■• apia' ^ 3wpa' —J ■ 

(i) DratHiL, SUmenU dt calaa infiniUiimat, ch. VIII. 
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Faisant successivement »=ai, 2,,..j m — i, dans celte formule ct 
ajoutant, nous aurons la somme des volumes de tous les cylindres inscrits, 
somme qui, d'apris le 2"^ th^orime, a pour limite Ic volume V cherche, 
lorsque Ton fait croitre m ind(Sfiuiment. 

Done 

-. . .I-4-2H h(m— l) t f ^C*"""^) 

V =» am 2irpa' ^ ^= 2npa* • hm — ^ — r — 

m' 2tnr 

e= irpa" • lim =3 itpa* • Urn f i 1 «=5s irpa*, 

ou enfioi en d^signant par 6 le rayon AB de la section terminale, et I 

observant que I'equation de la parabole donne 6* «= apa, I 

I 

a 

On pent done dire que k valume du segment de parabolotde de revo- 
lution est la fnoitii da volume du cylindre de mime base et de mime 
hauteur. 

II serait facile de multiplier ces exemples; ainsi, on ferait voir que 
le volume d*un cylindre droit, k base quelconque, a pour expression le 
produit de sa base par sa hauteur, en le d^composant en tranches infini- 
ment minces par des plans paralliles aux g^ndratrices, et prouvant 
que ces tranches peuvent ^trc remplacdes par des paralldlipip^des, etc... 
Mais le but des exemples ci-dessus dtant siroplement de faire saisir Fesprit 
de la mdthode infinitdsimale, et de preparer aux precedes de calcul qui 
permettront de rcsoudre ces questions bien plus facilement, nous conclu- 
rons par quelques remarques importantes. 

JRemarques. i"* Dans les questions traitdes ci-dessus, nous avons, sans 
altdrer I'exactitude des r&ultats, remplacd les infinimcnt petits qui fai- 
saient la difficult^ de la question par d'autres plus simples ; mais ceux-ci 
auraient pu ^tre choisis diiF((remment. Ainsi, dans le calcul de Taire 
d'une courbe, on pent substituer ii volonld, aux Elements de la courbe, 
soit les paralldlogrammes intdrieurs MPP'K, ou extdrieurs R'PP'M', soit 
les trapezes inscrits PMM'P', etc... II suffit toujours que ics quaniiles 
negligees soient infiniment petites par rapport k celles dont on cherche 
la limite du rapport, ou de la somme : pour le reste, le choix est arbi- 
traire, et Ton doit se regler sur la facility des calculs. 

2* Dans la mesure de Faire de la courbe 



I 



I 



I 
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nous avons ^t^ conduits k faire la somme des ordonn^es des differents 
points de la courbe, multiplides respectivement par Faccroissement infini- 
ment petit de I'abscisse quand on passe d^un point au suivant; puis^ k 
chercher la limite de cette somme. La m^me operation se pr^senterait 
^Yidemment quelle que soit la courbe. Or, Tordonn^e d*une courbe, 
comme on Ta vu^ est une fonction de Tabscisse; nous sommes done 
amen& k ce second problSme d'analyse : 

Trouver la limite vers hquelle converge la somme des valeurs succes- 
sives d'une fonction^ multipliies respectivement par les accroissements 
tnfiniment petits correspondants de la variable dont elle d^end; celle-ci 
^tant supposee passer d*une yaleur donnde a k une yaleur donn^e 6. 

Dans le calcul du volume du paraboloide, on doit resoudre la m^mc 
question : la fonction est fry** 

Ce problime appartient au calcul integral, et nous verrons d'ailleurs 
qu*il pr^sente, avec celui qui fait Tobjet du calcul differcntiel, une 
liaison remarquable. 

§ 7. DES DIVERS ORDRES d'iNFINIMENT PETITS. 

S4. Lorsque, dans une question. Ton a k consid^rer plusieurs infini- 
ment petits dependants les uns des autres, et tendant tous simultan^- 
ment vers la limite z^ro, il y a encore lieu de ranger ces quantites dans 
des ordres difF<5rents, d'apris les limites de leurs rapports mutucls. 

On dit que deux infiniment petits sont de mime ordre, lorsque leur 
rapport tend vers une limite finie, diffirente de zero. 

En general, on considere comme in6niment petit principal Tun de ceux 
du problime, et on lui rapporte tous les autres : d^signons-le par a, et 
soit r un nombre entier ou fractionnaire. 

Tout infiniment petit dont le rapport d or a pour limite une quantiti 
finie J diffirente de zirOy se nomme un infiniment petit de I'ordre r. 

D'apres cette definition, soit p un infiniment petit de Tordre r; on 
aura, k designant une quantite finie differente de zero, co une quantite 
tendant vers z^ro avec a, 

lim — = k, d'ou £-c=s fc ^ o), 
or ^ or 

ct par suite 

p e=a a'" (A -♦- W). 
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Tel est le type d^un infiniment petit de Tordre r par rapport i a. Si r = i, 

p SB a (it -4- 6)) 

est du premier ordre; ou, ce qui revicnt au m^me, p est du mime ordre 
que a. 

SS. PartantdeUy on peut ^tablir sur les infiniment petits de divers 
ordres plusieurs propositions d*un usage frequent. Soient p, p% p",... 
divers infiniment petits; r^r', r",... les nombres qui expriment leurs 
ordres respectifs, rapport6s k un m^me infiniment petit a; et soient 
r<r'<r'\.. 

i° />e deux infii^iment petiU p et p', eelui qui est de V ordre le plus 6leve 
est infiniment petit par rapport d Vautre (tT). 

On a en effet, d'apris la formule ci^dessus. 



?1 = i i = fgTt^r 



p a*" (/r -*- ») /r -♦- « * 

r' — r ^tant > 0, le rapport p' : p tend vers zdro en m£me temps que a ; 
done p' est infiniment petit par rapport k p. II suit de li que la valeur 
numdrique de p' finit par devenir tris-petite vis-&-vis de celle de p, et 
qu*ainsi 

2^ De deux iufiniment petits d'ordres differents par rapport a un 
mime infiniment petit principal, celui qui est de I'ordre le plus eleve finit 
par avoir constamment la plus petite valeur absolue, 

3* La somme p + p'+ p"+ ••• e^t unnouvel infiniment petit de I'ordre r. 

Car 

P -♦- p' -h p" -♦- ••• p p' p" 
a*" a*" a*' a*" 

et d'apris ce qui precede, p' : a% p'^ :«%... sont infiniment petits, tandis 
que p : ctT tend vers une limite finie : le premier membre tend done vers 
une limite finie, ce qui d^montre la propri^t^. 

4" Le produit pp' est un infiniment petit de C ordre r-^r' par rapport a a. 

On a, en effet, 

_pp1=p. Pi 

et Ic second membre est le produit de deux facteurs qui tendent vers des 
limites finies differentes de z^ro, d'apris la definition : done, le premier 
membre a aussi une limite semblable, G. Q. F. D. 
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On conclul de U, sans difficult^, que le produit pf>'f>" scrait un infiai- 
ment petit de Tordrer + r'-t-r"; etoinsi de suite. La multiplication d'un 
InGniment pelil par un facteur fioi ne ctiange pas I'ordre du pi-oduit, 

50 Le rapport p':pde deux infinimmt petits est un infiniment petit de 

I'ordre r' — r, car sa valeur It"), divis^e par a"-', se r^duit k -. , 

dont la limite jf : A est finie el diff^reute de z6'0. 

6* Sil'on pr end un nouoelinfiniment petit principal |3, demime ordre 
que le premier x, I'ordre tnfinitisimal des autres ne sera ptu ehangi. 

Suit, en effel, p un infiniment petit de I'ordre r par rapport !i ct; on a 



Or, p: a' tend vers une limiie finie diffdrenie de z^ro; a:p est dans le mdme 
cas, par supposition, et anwi ( a ) i '^ second membra tend done vers 

UDC limite finie, et par consequent le premier. 

Cette propHit^ est utile dans les cas ou Ton est amene ^ changer d'ia- 
finimeut petit principal. 

M. Exemptes d'infiniment pelits de divers ordres. — Pour tSclaircir 
ces considerations abstraites, soit ABC 
no triangle rectangle dans lequel 
I'bjpotb^nuse « est iofiniment petite, 
et Tangle C du premier ordre en 
prcnnnt a comme infiniment petit 
principal. Chercbons I'ordra infinitu- 
des autres cAtes |3 et y. Nous aurons 



Ss=aCOSC, 



zcosC, (im -=i 



ainsi P est du premier ordre. 
Ensuite 

7 = a sin C; 

or, nn arc infiniment petit et son sinus soni toujoura de m^me ordre, 
puisquc la limite de leur rapport est I'unitd (98) ; done sin C est du pre- 
mier ordre, et */, etant le produit de deux infiniment pelits du premier 
ordre, sera du second ordre. 



R^ciproqucment, sE un cAt^ 7 du triangle rectangle est du second 
ordre, I'hypoth^nuse ^tant du premier, I'flngleoppos^ C sera infinimeDt 
petit du premier ordre, a cause de la relation 

,inC_?. 

Abaissons, du sommet A de Tangle droit, AD perpendiculaire sur 
rliypoth^ause : 

AD=^sinC, BD =7CosB = 7siaC; 

done AD est do second ordre, BD du troisieme, par rapport & I'bypoth^ 
nuse a; etc. 

Consid^rons encore le mime triangle ARC, mais supposons b I'hypoth^ 
nuse a une longueur finic quelconque, constanle ou varlabJe, I'augle C 
itant inriniment petit du premier ordre. La relation 

|3boecosC 
fait voir que ^ a une grandeur finje; mais la difference 

B — ^ = a (i ^ cos C) «— 2a sin' - , 

sera dH second ordre, puisque sin —est da premier. Done, st Ton pn- 

jette vne droilr finie 3ur une autre qui fait aote elle un attgle infimment 
petit, la difference entre la droiu et »a projection eat du leeond ordre, 
par rapport d I'angle comprii. 

Cette remarque est souTcnt utile; la suivante ne I'est pas moins : Un 
angle X itant projetisur un plan, qui fait avec 
le plan de I'angle X un angle infiniment petit, 
la difference entre I'angle X et sa projection ett 
du second ordre par rapport d I'inclinaiion > 
de» deux plans. 

Soient BAG = X I'angle donn^, B'AC = X' 
sa projection, AD I'intcrscction des deux plans, 
BDB' un plan perpendiculaire k AD et coupant les deux plans suivant 
des droilcs BD, B'D qui font entr'etles Tangle a. En d^signant par A, A' 
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les angles CAD, CAD, nous aurons, les triangles CAD, CAD elant rectan- 
gles en D, 

., CD CD cos a 
tgA'=.— =-^^=tgAcos«, 

^^ ' i-^tgAtgA' i-*-tgAtgA' 2 

etcomme A — A' est infiniment petit^ on peut, eo n^gligcant des quan- 
tites d*ordre supdrieur, ^crire 

2 ttf A a a 

A — A' = — , , sin' - = sia 2A sin* - • 
I -+- tg* A 2 2 

En appliqiiant le m^me raisonncment aux angles BAD, B'AD, on aura 
de mime 

(A -♦- X) — (A' -*- X') = 8in 2 (A ^ X)sin«- . 

ei, d*apris T^quation pr^c^dente, 

X — X' e= [sin 2 (A -♦- X) — sin 2A] sin* - > 
ou enfin 

X — X' = 2 sin X cos (2 A -+- X) sin« - • 

Les termes ndgligds n'all^rant cette expression que d*une quality infl- 
niment petite par rapport k elle-m^me^ X — X' est bien du second ordre 
par rapport k a, comme nous Tavons annonc^. Cela a lieu quel que soit 
Tangle X; mais s*il ^tait infiniment petit^ Tdquation montre en outre 
que la difference entre cet angle et sa projection seratt infiniment petite 
par rapport d I'angle X lui-mimej car sin X est de m^me ordre que X, ct 

sin* - tend vers z^ro par hypothese. Si X et a dtaient du premier ordre 

X — X' serait du troisien]e(i). 



(1) L^application de la methode infiniletfimale a Tetude des proprietes geometi-iques, 
indepeDdamment de l*algorithine differcntiel, D^entre pas dans le plan de cet ouvrage. 
Neanmoins, comme c*est la un excellent excrcice, nous indiquerons aux lecteurs les 
ecrits suivants : Duhamkl, ilSments de catcul infinitesimal, ch. VIII a XXI. — 
BcaTKAHu, Caleul differeniiel, ch. I. — Paul Sbbbet. Th6orie giomilrique dee lignee a 
double eottrimre. — Rdghonnit, Exposition geometrique dee propriilis ginirales des 
eourbee, Lausanne, 1866. — Divers travaux de M. A. Manrheih, dans le Journal de 
CEeole polytechniqucy les Annates de Tortolini^ etc. 
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CALCUL DIFFERENTIEL. 



LIVRE PREMIER. 



METHODES DE DIFFERENTIATION 



CHAPITR£ PKEMIEB. 

DE LA CONTINUITY D£S FONCTIONS, ET DE LEUHS D£:RIV^£S. 

Z7. Designons par f{x) unc fonction de la variable Xj que nous sup- 
|M>serons reelle pour toutcs les valeurs de la variable comprises entre 
deux valcurs donates x ^^ a ci x =^ b. Si nous concevons que la variable 
passe successivement par loutes les valeurs depuis x=:a jusqu'i x = 6, 
cl si niors la fonction f{x)^ conservant toujours une valeur finie, ne peat 
passer d'une valeur quelconque d une autre sans passer par toutes les 
valeurs intennediaires, nous disons que celte fonction est continue par 
rapport k x depuis x = a jusqu'^t x = b. 

La representation gdomdtrique donne unc idee tr^s-neltc de la couli- 
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nuite dcs ronciions : prenons x pour I'abscisse, / (z] pour rordonn^ cor- 

respondanlc d'unecourbe plane ;cGUe courbe pr^genlera, entre leg points 

I P et Q qui r^pondent aux abscisses a et 

b, un trail contlnu et sans interruption. 

Lb definition de la continuity donne 

lieu k quelques remarques. 1° Pour 

chnque valeur attribute h la variable x, 

la valeur de la fonction f{x) se d^uit 

g^n^raleinent de ga definition m^me; 

toutefois, il y a des fonctions tellesque, 

pour certaines valeurs de x, rop^raiion 

par iaquelie on calcule g^ndralemenl la vateur de la Tonction conduit k 

un r^suKat qui n'a aucun sens, comme ~ t o- oo , etc. Dons cc cas, on 

1 ' o 

suppose que x tende indefiniffleot vers I'une des valeurs particuli^res dont 
il s'agit, x^xo; on cherche la limite vers laquelle conrci^e en taime 
temps la valeur de f{x), et cette limite, si elle cxisle, est regard^e comme 
la valeur de la fonction r^pondant k x>=x<i, C'cst ainsi qu'eo alg^bre la 
fonction A', qui pour x = o prend la forme iusignifiante A', est dite 
<!gale i I'uiiil^ dans ce cas, I'unit^ ^tant la limite de A' lorsque x a pour 
limite z^ro. De mdme, la foociion (i -t- x) * est ^gale Ji e pour x ^ o. 

II pent arriver que Ton trouve deux Ji miles diff^renles, done deux 
valeurs de f{x] pour x^Xa, selon qu'on suppose x>Xo, ou x<X(i. 

2' Une fonction peut admettre plusieurs valeurs pour chacune des 
valeurs de In variable dont elle depend : lei est le cas, par exemple, d'uue 
fonction y de x, d^Gnie par une ^uaiion alg^brique d'un degr^ sup^rieur 
au premier en y. La fonction est dite alurs k didrminalion multiple. 
Dans ce cas, il est bien enlendu que pour appliquer h une telle fonction 
les notions et Ics proprit^tiJs qui resultent de la contiouil^, on devra isoler 
les diff^renls syst^mes de valeurs, et ne consid^rer simultandmcnt que 
les valeurs enchatn<!es les unes anx autres par la loi de coniinuite. 

3" D'apres notre definition, une fonction peut cesser d'dire conlinue, 
poui- une valeur pnrliculiSre de la variable, soil en devenant infinte, 
comme la (onctton tang x pour x = -; soit en devenant indelermtnee, 

comme la fonction sin -pour x=>o (car elle oscille indeiinimeiii enlic 
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— X ct -h I sans tendre vers une limite fixe lorsquc x tend vers z^ro) ; 
soit en passant brusquement d'ane yaleur k une autre lorsque x atteint 

la yaleur en question, comme la fonction e~ ' pour x as o. Dans ces 
diffdrents cas, on dit que la fonction devient diseontinue pour la^yaleur 
de X dont il s*agit. 

Enfin si la fonction est continue entrc deux valeurs de x qui com- 
prennent une certaine valeur Xg, quelque rapproch^es qu'elles soient, 
on dit que la fonction est continue dans le toisinage de x^^s r^. 

58. Toute fonction continue jouit d'une propri^t^ remarquable, qui 
pent servir aussi, soit k d^finir, soit k constater la continuity. Concevons 
qu'une fonction f{x) soit continue entre deux valeurs a et ( de la va^ 
riable, et soient x, x h- A deux valeurs comprises dans cct intervatle, 
h <Stant infiniment petit. II est clair que la difference des valeurs cor- 
respondantes de la fonction, 

f{x + h)- fix), 

sera infiniment petite en m^me temps que A. En effet, si la difference 
entre f{x -t* h) et f{x) ne d^croissait pas au-dessous de toute grandeur 
donn^e lorsque h tend vers z^ro, il en rdsulterait que la fonction pas- 
serait brusquement d^une valeur k une autre en x, et ne serait pas 
continue. La figuration g^om^trique de la fonction met d*ailleurs la chose 
en Evidence. 

Au moyen de cette propriety, on peut facilement s'assurer de la conti- 
nuity des fonctions simples, des fonctions composdes, et reconnaltrc les 
vajaurs de la variable oi cesse la continuity de ces fonctions. Ainsi 
les fonctions x**, m ^tant entier et posilif, A% sinx, sont continues 
depuis X s= — 00 jusqu'& x «= h- oo ; car on a, par exemple, 

A'+* — A' c=3 A'(A* — i), 

et comme A^ tend vers Funit^ quand h tend vers zdro, cette difference est 
infiniment petite avec A, quel que soit x; la fonction a : x"* est continue, 
sauf pour x = o qui la rend infinie; et ainsi des autres fonctions. 

59. Les definitions et les principes relatifs h la continuite s*etendenr, 
sans difficulte, aux fonctions de plusieurs variables. Ainsi une fonction 
f^Xy y, ic), supposee d'ailleurs constamment reelle entre deux valeurs 
donnees de chacune des variables x, y, z, est dite continue par rapport k 
ces variables entre les valeurs dont il s*agit, lorsqu'elle reste toujours finie 
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ct nc yarie que par degr^ insensibles, tandis qu'on fait varier or, y^ z 
par d<^r^8 insensibles sans sorlir des limites assignees par les yaleurs 
doniM^es. Lcs fonctions. 

x« -«- y« + «•, acyz, sin (x -♦- y) 

sont continues entre des Taleurs quelconques des vnriables; la fonction 
xy : z <^a]ementy sauf dans le yoisinage de z s=o, etc., etc. 

II r^sulle de li que, A, ky I d^signant des accroissements infiniment 
pelits de Xy y, z, la quantity 

fix-^-h, y-«-*, «-*-0— /l[x,y, z) 

sera inflniroent petite, si x, y, z sont compris dans lcs limites de la con- 
tinuity de la fonction. En d'autres termes, si Ton fait tendre les variables 
Xy y, z vers des limites a, 6, c, la fonction f(Xy y, z) s*approchera indefi- 
niment de /(a, 6, c), puisque la difference 

/(«> »> «) — A«. *> ^) 

doit dtre infiniment petite avec x — a, y — 6, etc. Nous avons dejk utilise 
cette propriety des fonctions (17). 

Pour ce qui concerne les valeurs-limiteSy les fonctions k determination 
multiple, les discontinuites qui peuvent se presenter dans les fonctions de 
plusieurs variables, nous renverrons h ce qui a 6ii dit plus haut des 
fonctions d'une variable unique (i). 

49. Un grand nombre de fonctions continues jouissent d'une autre 
propriety bien remarquable, sur laquelle repose toute la suite de 
ce cours. 

Soit y=sf{x) unc fonction de la variable x; si, partant d'une valeur 
quelconque de x comprise dans Tintervalle ou la fonction est continue, 
nous donnons k la variable un accroissement infiniment petit Ax, 
Taccroissement correspondant de la fonction, 

Ay=/'(x-4-Ax) — /"(x). 



(i) Nons ne pouvoos qti*indiquer ici cette importiinte theorie de la continuite des 
fonctions. Le lectenr d<^sireux d*approfondir ce sujet pourra consuUer Neumann, 
Vttrlnungen uber Riemann*8 Theorie der AbeUchen inUgrale, 2"* le^on ; et Casorati, 
Teorica delle funzioni di variabili eompleue, pp. 190-209. 
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sera lui-m^me inGniment petit, d'apris ce que nous avons vu (SS). Mais 
de plus, dans les fonctions dont il s'agit, ces iafiniment petits sont de 
m^me ordrc, c'est-ii-dirc que, quand Ax et Ay tendent d la fois vers 
zerOy leur rapport Ay : Ax tend generalement vers une limite finie, 
ditermxnee et differente de zira^ sauf pour des valeurs isoUes et 
exceptionnelles de la variable x. 

C'est ainsi qtie nous avons trouvd, pour la fonction y d^Gnie par 
Tequation 

sin 2X -4- sin 2y = a, 
la relation 

,. k C0S2X 

h cos 2y 

h el k £tant pr^cis^meni les quantity que nous ddsignons ici par 
Ax et Ay(i). 

Cette limite du rapport Ay : Ax depend d'ailleurs en gdn^ral de la 
valeur de x i partir de laquelle Taccroissement est donn^ ; elle est done 
yariable avee x et en est une fonction d^termineey comioe on le voit dans 
Texemple cit^. Nous appellerons cette fonction la derivie de la fonction 
f{x)f et nous la d^signerons par f (x), en sorte que 

,. Ay ,. fix -f- Ax) — f{x) ., , . 

lim -r^ «=» Urn ^ T-^ ^-^ = r (x). 

Ax Ax f \ / 

Nous supposcrons que la fonction /^ (x) soit elle-m^me continue par 
rapport k x en m£me temps que f{x)y sauf pour des valeurs isol^es et 
exceptionnelles de x, ou elle pourra devenir infinie, ou ind^tcrminde, 
ou passer brusquement d'une valeur k une autre qui en diff<^rerait d'une 
quantity finie. Ces discon tinnitus de la d^riv^e rdpondent k des singula- 
rities que pr^sente la direction de la tangente^ en certains points de la 
courbe denude par Tcquation 

car, d*apris ce qui a 6x6 iishli plus haut, le coefficient angulaire de la 
tangente en un point de la courbe a pour expression la d^rivee de 
Tordonnde par rapport k Tabscisse, au m^me point. 



(i) Voir la note II k la fin da yolame. 
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41. Nous allons ^tablir dis k present quelques propri^t^s rcmarquables 
de la d^riv^e d'ane fonction, en nous aidant de la notation suivante : 
nous d^signcrons par 

une moyenne cntre toutes Ics valours successives par lesquelles passe une 
fonction (f{x), lorsqu'on fait varier x d'une maniire continue depuis 
la valeur a jusqu'& la valeur p. 

I. Concevons que, Ax et Ay reprdsenlant des accroissemcnts finis 
correspondants de x ct de y, on fasse passer la variable de la valeur x 
k la valeur x + Ax, par une suite d'accroissements de m^me signe Ai, 
Ai,..., km] el soienl Ai, A.,..., km les accroissements correspondants de y, 
en sorte que 

Ax =» Ai H- At -4- • •• -h Am; Ay = Ai •♦- Ai H -*- Am. 

On a^ comme on sait, 

Ay Ai-4-AiH >-*«* __ jyf^ tl — \ 

Ax Al -I- Ai-I- •••-!- Am \A| A, Am/ 

et cette ^alit^ subsiste quel que grand que soil le nombre m des sub- 
divisions Ai, A,,... Or, quand ce nombre m croit ind^finiment, tous les 

A| At Am 

^Idments Ai, A,,... Am tendant vers zero, les rapports •=- » r*'"' iT 

ont respectivement pour limites les difKrentes valeurs que la d^rivee 
f'{x) comporte entre les valeurs x et x -•- Ax de la variable, et puisque 
r^quation ci-dessus ne cesse pas d'avoir lieu, on a, k la limite, 

Ainsi, le rapporl des accroissements simultanis de y et de x est une 
moyenne entre toutes les valeurs par lesquelles passe la dMvee de y par 
rapport d x, lorsque la variable parcourt d'une manUre continue I'in- 
tervalle compris entre sa premih'e et sa dernih'e valeur, 

L'^quation (i) subsiste, mdme quand f (x) cesse d'etre continu pour 
des valeurs d^termin^es de x. 

II. Une quantity constantCy c'est-&-dire ind^pendante de x, ne varie 
pas quelque valeur qu*on attribue & x ; sa d^rivde est done constamment 
nulle. R^ciproquement, une fonction dont la diriv^c par rapport & x est 
nulle quel que soit x, se rdduit n^essairement k une constante : car il 
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suit de r^quation (i) que si f (x) est constamnient nul entre deux valeurs 
a et 6 de x. Ay sera aussi constamment nul^ quel que soit x, pour nn 
accroissement Ax de la variable ; y reste done invariable lorsque x varie 
et ne peut ^tre fonction de x. 

III. Si f (x) conserve le mdme signe pour toutes les valeurs de la 
variable comprises entre deux limites tr6s-rapproch^es x, x + Ax, cc 
signe sera aussi celui du rapport Ay : Ax^ d'apris (i). Done, tant que la 
derivee f (x) reste positive, les accroissements Ax, Ay sont de m^mc 
signe, c'est-i-dire que la fonction f (x) varie d-ans le mime sens que sa 
variable. Au contraire^ tant que la dirivie f (x) reste negative, Ay est de 
signe contraire h Ax, ce qui fait voir que la fonction dicroit lorsque la 
variable croit, et mce-versd. 



CHAPITRE n. 

DES DIFF£RENTIELLES DES VARIABLES ET DE LEURS PROPRI£t£S 

FONDAMENTALES, 

§ 1. DES DIFF^RENTIELLES. 

49. On a trouv^ avantageux de conserver la forme d*un rapport k cette 
limite du rapport de deux infiniments petits, que nous avons appel^e la 
dMvie d*nne fonction : on a nomm^ diffirentielles de deux variables 
y et X, dont la premise est fonction de la seconde, deux quantitis dont 
le rapport est rigoureusement igal a la limite du rapport des accroisse- 
ments infiniment petits correspondants de y et de x. 

On voit par Ik que ces diffirentielles, consid^r^es individuellement, 
sont des qnantit^s totalement indetermin^es : il n'y a de d^termin^ que 
leur rapport, qui est une fonction bien d^finie de la variable x, puisqu*il 
ne diff&re pas de la d^riv^e de y par rapport k x. Cette ind^termination 
des diffirentielles prison te des a vantages pr^cieux. 

Les accroissements finis ou infiniment petits des variables se ddsignent 

comme nous I'avons d6jk fait, par la caract^ristique A, placde devant ces 

variables. Ainsi 

Ax, Ay, Az,... 

significnt les accroissements ou les differences de x, y, z,... 
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Les diff^rentielles sont indiquccs par la caractdristique d. Ainsi 

dxj dtfy dzy.,. 

repr^sentent les differenliclles des variables x, y, z... 

On marque la d^rivde d'une fonction d*une seule variable par un accent 
dont on affecte le signc repr^sentatif de la fonction. Ainsi f'{x) signifie 
la ddriv^e de la fonction f{x) par rapport k x. Nous emploierons aussi la 
notation tris-commode de Gauchy^qui place devant la fonction la lettre D, 
affect^e d*un indice marquant la variable k laquelle se rapporte la deriva- 
tion ; de sorte que 

Bsy 

rcpr^scntc la dorivec, par rapport k x, d*une fonction y de cette variable. 
A Taide de ces notations^ nous pouvons ^crirc, comme consequence de 
nos definitions, 

ct aussi 

dy = D^y • dx, 

en sorte que, si la d^riv^e d'une fonction est connue^ il suffit toujours de 
la multiplier par la diffdrentielle de la variable pour avoir la diif^rentielle 
de la fonction. 

4S. II suit encore, de la premiere de ces equations, que si Ton d^signc 
par a> une quantity qui tend vers zdro en mdme temps que Ax, on aura 

Aw 

— i= Djry -*- w, d'oA Ay = Dxy • Ax -*- »Ax. 

Or^ uAx etant infiniment petit par rapport k Ax^ Aj^ etD,y • Ax nc 
different Tun de Tautre que d'une quantity infiniment petite par rapport 
a Ax, et cons^qucmmcnt par rapport k Ay, si D«y n'est pas nul. D'ail- 
leurs, dx ilRUi indetermin^, rien ne nous empdche de choisir dx ^gal ft 
Ax, et il viendra, en n^ligeant une quantity infiniment petite par rap- 
port k Ax ou Ay, 

Ay = D,y • Ar e= Dxy • dx = dy. 

C'es(-2i-dire que, lorsqu'on prend la differentielle de la variable egale 
d son accroissement infiniment petite on pent aussi remplacer Paccroisse- 
ment infiniment petit dela fonction par sa differentielle^ dans tons les cas 
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oil il estpermts de nigliger une quantite infiniment petite par rapport d 
cet accroissement lui-mime. 

Cetle remarquc est tr^s-utile dans les questions oil Ay est un terme 
d*un rapport ou d*une somme d*infiniuient pelits. 

44. Thiorkme fondamental. — Soient y, z deux fonctions d'une ni6mc 
variable x; Ax, Ay, Az les accroissements infiniment petits correspon- 
dants des variables x, y, 2 ; dx, dy^ dz, leurs difCdrentielles, c*est-&'dirc, 
d'apris la definition (49), des quantitds ind^termin^es assujelties scule- 
mcnt k satisfaire aux Equations 

ax iix ax Ax 

il y a done une des trois quantit^s dx, dy, dz qui reste absolument 
arbitraire. 
La s^rie d'iSgalit^s ^videntes 



f^^ 



\dx) 



,. Az ,. \Ax/ BmZ \dx/ dz 
Ay /%\ D.y /dy\ dy 



/Ay\ D.y /dy\ 
\lix) \dx) 



fait voir i** qtie la limite du rapport des accroissements infiniment petits 
de z el de y, ou la dirivSe de z considiri eomme fonction de y, est egale 
au quotient des dMv^es de z et dey par rapport d une mdme variable x 
dont y et z dependent; 2® que cetle mhne derivie est encore igale au 
rapport des differentielles de z et de y^ prises en regardant y et z comme 
fonctions de la variable x. 

Celte derniirc remarque est fort importante; on en tire les conse- 
quences suivantes : 

L Soient x, y, z, 11,... des variables dont cbacune est fonction imme- 
diate de la prdcedente, en sorte que Ton a 

y = /"(x), z = 9(y)> w = ^ («),.- 
11 est clair que Ton peut les considdrer toutcs comme fonctions de la 
premiere, x, et, dans cetle liypotbise, designer par rfx, dy, dz, dw,,.. 
Icurs differentielles. On a identiquement 

du du dz dy 
dx dz dy dx 

Or, d'apres le iheorcme precedent, le rapport des differentielles de deu>^ 
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variables qn^lconqaes esl toajoais ^al k la dimie de la premiere par 
rapport k la seconde ; cetCe Equation pent done 8*^rire 

Ainsi la deriv^ de u par rapport k x s'obtieol en falsant le produit 
des d^riv^es de « par rapport i x, de 2 par rapport k y, et de y par 
rapport k x. Cette r^le, qui aurait lieu quel que soit le nombre des fonc- 
tions accumul^es, s'appelle la rigle des fonetians de functions. 

11. Qaand une variable y est fonction d*ane autre variable x, n^cipro- 
quementy celle-ci est fonction de la premiere : on peat done se proposer 
de trouver sa AMyie par rapport k y. II suflBt pour rdsoudre cette 
question, de supposer dans le tb^orime fondamental que la fonction z se 
r^duise a la variable x, ce qui donne 

A2=Axy D^s=i, dz=»dx, 

ct Ton a 

Ax I dx 
D«x s /tm -7- S3 -— =» -=- 9 
'^ Ay D,y dy 

c'est-i-dire que la dirivie de x par rapport d y est la reciproque de la 
dSrivie de y par rapport d x. Cest ce qu'on nomme la r^le des fonctions 
inverses. 

46. Giniralisation de Videe des diffirentielles, — Le thforime fonda- 
mental nous permet d'^Stendre, k tons les cas qui peuvent se printer, la 
definition des diff^renlielles. 

Soieiit Xy y, z,... u, v, w, des variables en nombre quelconquc, entre 
lesquelles existe un certain nombre de relations. On appelle dtff&enttelles 
de ces variables, et Ton d^igne par les notations 

dxy dy^ dzy..,j du, dv, dw^ 

des quantit^s telles que le rapport de deux quelconques d'entr'elles est 
igal d la limite du rapport des accroissements tnfiniment pettts corres- 
pondants des mimes vartableSf en sortc que 

du ,. At« dy ,. Ay 

■—s/im-r— 9 'j^=alim-^j etc.... 
dx Ax dw aw 

Mais pour justifier cette definition, quelques observations sont n^ces- 
saires, et deux cas distincts doivent ^tre examines. En premier lieu, il 
pent se faire que, d'apris la nature de la question, les variables x, y,... 
V, Wy soient li^es entr'ellcs de telle maniire que la valeur de Tune d'elles, 



— 61 — 

par exemple de oc, d^termioe celles de toutcs les autres, qui en 8ont 
cons^quemment des fonctions, x dtant la variable independante. Dans 
ce cas, en vertu de la definition primitive {M), les diffi^rentielles 
%> dz,... dto des fonctions y, 2,... U7 sont des quantitds dont les rapports 
a dx sont respeclivement dgaux aux d^rivdes D,y, D«2,.«- 1^«^ ^^ <^s 
fonctions par rapport k x, dx restant arbitraire. En sorte que la definition 
gdnerale des diffdrentielles, que nous venons de donner, ne fait ici que 
rappeler la propridtd de ces diffdrentielles qui fait Tobjet du thdoreme 
fondamentaly savoir, que le rapport de deux quelconques d'entr'elles est 
encore dgal k la limite du rapport des accroissements correspondants 
des memes variables. 

£n second lieu, et c'est le cas le plus gdndral, les relations entre les 
variables x, y,***9 ^^ peuvent etre telles, que plusieurs d'entre ces 
variables restent arhitraires et ind^pendantes (par exemple, x, y, z), 
les autres dtant des fonctions de cellcs-Ui. Et comme les accroissements 
simultands et infiniment petits de deux variables qni ne dependent pas 
Tune de Pautre sont dans un rapport arbitraire qui ne converge vers 
aucune limite ddterminde, la definition gdndrale ci-dessus parait n*avoir 
aucun sens. 

Mais, sans rien changer au fond des choses, on pent les presenter 
sous un point de vue qui nous ramene au premier cas. Au lieu de consi- 
ddrer les variables inddpendantes x, y, z comme recevant des valeurs 
arbitraires, cela revient au m^me de les regarder comme des fonctions 
d*une certaine variable nouvelle t, pourvu que nous ne precisions nulle- 
mcnt la nature de ces fonctions, que nous les regardions comme pouvant 
recevoir toutes les formes possibles, comme dtant, en un mot, des fonc- 
tions arbitraires. Par cette hypothise, les variables x, y, z,,. ti, w, to 
dcviendront toutes des fonctions d*une m^me variable independante t ; 
seulement, parmi ces fonctions, il y en aura un certain nombre auxquelles 
on pourra attribuer telle forme qu*on voudra. Des lors, nous sommes 
ramends au premier cas, celui oii toutes les variables dependent d'une 
variable unique; nous pouvons done appliquer la definition primitive 
des differentielles, et nous devons remarquer 

i"" Qu*ll y a toujours au moins une differentielle qui reste indeterminee; 

5t^ Que le rapport des differentielles de deux variables quelconques est 
toujours igal (44) d la limite du rapport des accroissements infiniment 
petits correspondants de ces variables^ ce qui achive de justifier Tex tension 
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que nous avons donnec k Tidee des diff<Srcnlicllcs ct la derinition generalc 
ndoptee ci-dessus ; 

Z** Que les diffcrentielles des variables x, y, z, ou leurs ddrivces par 
rapport k t, restent arbitraires aussi longtcmps qu'on ne particularise 
point les relations ind^termin^es que Ton a supposces entre x, y, z et t. 

11 va sans dire que Tauxiliaire t, introduite uniquement pour Tunitd 
des principes, ne figurera rn^me pas dans les formuies, et qu*on pourra 
clioisir, pour jouer ce r6le, Tune des variables de la question, x par 
exemple. 

Pour ^claircir ces notions par un exemple, supposons que 

« = fi^y y) 

soit r^quation d*une surface : x et y sont ici deux variables indcpen- 
dantes dont z est une fonction d^termin^e. Mais on pent tout aussi bicn 
consid^rer x comme la variable ind^pendante, et y comme une fonction, 
mais une fonction arbitraire, de x : cela revient ^videmment h admettrc 
que la projection du point (x, y, z) sur le plan horizontal, au lieu de se 
deplacer sans aucune loi, se deplace le long d'une lignc de forme arbi- 
traire, ce qui est bien la m^me chose. Et il y aura cet avantage, que les 
relations ^tablies entre les differentielles dx, dy, dz sous ce point de vue 
general, s*appliqueront d*clies-mdmes aux courbes trac^cs sur la surface 
donnde* 

46. Designons par u une fonction de plusieurs variables x, y, z,..., 
d(^pcndantes ou inddpendantes. On pent toujours concevoir que Ton 
fnssc varier une seule des quantit^s x, y, z,..., les autrcs demeurant 
conslnntes : u sera ainsi consider^ successivement comme fonction de x 
scul, de y seul, etc. L'accroissement de la fonction u, du k un accroissc- 
ment donnd ainsi k une seule des variables x, y,... dont ellc depend, 
sc nommc sa difference parlielle par rapport & x, a y^ etc., et se designe 
par A,t/, AyU, etc. On a done, en posant u^=f{Xf y, z), 

A^u = f(x -♦- Ax, y, z)^f(x, y, «), Aj,m=/'(x, y-^ Ay, z) —f{x, y, z), 

etc... 

De m^mc, les derivecs et les difTdrenliellcs de n, considci*c ainsi 
successivement comme fonction de x seul, ou de y seul,..., se nomment 
scs derivees pariielles et ses differentielles partielleSy et on les designe, 
les premieres par 
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les derni^rcs par 

dzU, djfUy dtXi^.., 

En vertu de ces definitions^ on a les relations 

A,tt d^u AyU ^ d^u 

Ax ax Ay (/y 

et ainsi de suite. 

II importe de distingucr ccs differences et ces differentielles parttelles dc 
la fonction u, de I'accroissement et de la diffdrcntielle de cette fonction 
rapportes h I'hypo these ou toutes Ics variables x, y, z^.. sont cens^cs 
dependre d'unc mdme Variable auxiliaire, et varier toutes simultan^ment, 
comme nous Tavons cxpliqu^ ci-dessus {4B). G'est pourquoi I'accrois- 
scment et la diffdrentielle de u^ pris sous ce dernier point dc vue, se 
nomment sa difference et sa differentielle iotales, et se d^signent simple- 
ment par Ati, du, 

47. L*operation qui a pour but la determination dcs ddriv^es ou des 
differentielles des fonctions, se nomme differentiation; I'ensemble des 
nicihodes credes pour cct objet constitue le calcul diffirentieL 

La recherche des differentielles dans tous les cas est extrdmement sini- 
plifiee par un theorime qui donne I'expression dc la diffdrentielle totale 
d'une fonction au moycn de ses diffdrentielles partielles, et qui ramcne 
ainsi tout le problemc au calcul des differentielles des fonctions simples. 
Nous allons exposcr d'abord ce thdoreme. 

§ 2. EXPRESSION DE h\ DIFFERENTIELLE TOTALE d'i'NE FONCTION DE 

PLLSIEURS VARIABLES. 

4S. Soit ¥{Uf v) une fonction de deux variables ti, v, independantcs 
ou fonctions elles-mdmes d'autres variables; ^^{Uy t7) = DHF, Ft(u, t;) 
=3 DpF ses deriv^es partielles par rapport k u ei v, D*apr^s la thdorie 
expos^c plus haut, pour calculer la differentielle totale de F {u, v)y nous 
devons toujours regarder u et v comme dependant d'une certaine variable 
anxiliaii*e t, dont Taccroisseroent infiniment petit engendrc les accroissc- 
ments infiniment petits Au, At; dc ces variables, et Taccroissement AF 
de la fonction proposde. Or, ce dernier, 

AF = F(w -*- Aw, V -4- Av) — F {u, v) 
peut s'ecrire 
AFs=[F(m-4-Am, v)--F(m, i?)]-4-[F{MH-Ati, I? -*- At?) — F (m -H Aw, i?)], 
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ou encore, suiTaoi les notaUons adoplees cinlessus, 

AF = A.F {u, v) + A,F(if + An, v). 

MaU on a, d*aprts la propri^uS d^montiiSe (4^), 

A.F [u, v) = [Fi(ti, v) + cd] All, 

ca etant iofiniment petit avec Au; et de m^me 

AJF(u + Ati, v) := [Ft (ti + Atf, v) + cdi] Av, 

cd| teodant vers z^ro avec Av. D*aatre part, la deny^e Ft (t«, v) etant 
suppos^e fonction continue de u et de v, Ft (« + Av, o) ne pent differer 
de Ft (tf, v) que d'une quantity cat qui tend vers z^ro avec Au. On a 
done, en substltuant, 

AF = [Fi («, v) -¥■ ca] Am -i- [Ft (u, v) -«- o^ + <di] Ar; 

d'oii, divisant toute T^quatlon par Af, faisant conyerger At vers z^ro et 
par consequent Au, Av, puis rempla^ant chaque terme par sa limite, 

dF , .du dv 

5^-F.(«.r)^H.F.{«,.)5j. 

M ulliplions par di et remplacons Ft et Ft par D.F, D F ; il yient enfin 

c/F = D.F - du + D.F • dv, 

ce qui est I'expression de la diffcrenlielle totale de F (u, v) en fonction 
de ses d^r ivdes partielles par rapport i u et v. 
Le m£me raisonnement s*^(end sans difficuIuS k nne fonction de trois, 
* quatre variables, et pour une fonction F (u, v, u?,...) d'un nombre quel- 
conque de variables, ind^pendantes ou non. Ton aura 

(i) dF = D.F . dn -+- D.F • rfi? -♦- D.F • do; -+- • -, 

ou plus simplement, en employant la notation des diffdrenlielles par- 
tielles, 

(2) dF « d.F -*- d,F -♦- dJF h 

Za diffirentielle totale d^une fonction de plusieurs variables est done 
toujours igale d la somme de ses differenlielles partielles, par rapport d 
chacune des variables prise siparement. 

Nous allons developper les consequences nombreuses de ce theorenie. 

49. On salt que Taccroissement infiniment petit d'une fonction et 
sa diffirentielle ne different que par une quantity qui est infiniment 
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petite par rapport k raccroissement de la variable ind^pendante. On peut 
done tirer de Teqiiation (2) celle-ci : 

AF = A,F -I- A,F -♦- Au,F h h e, 

extant iiiGniment petit par rapport ii At«, Av, Au?,...^ car il est infini- 
meDt petit par rapport h Af, ct comme u, v, w^.., sont toujours consi- 
d^r^s comme fonctions de la variable auxiliaire f, leurs accroissements 
Au, Ai7,... sontimplicilement regard^s comme etant du m^me ordre que 
A^ du moins en general (40). 

60. Differentielles d^une sommCy d'un produtty etc., de plusieurs 
variables. — Rcmarquons d'abord que, si a est une constante, on a 

d'ou 

d{u -^ a) = duj 

c*est-a-dire qu'on peut ajouler une constante quelconque d une fanciian 
sam modifier sa differentielle^ 
Ensuite, comme on a 

A iau) = aAti, Ixm — - — = — z — - = a, 

Au du 

d'ou 

d (au) = aduy 

on conclut que la diffirentielle du produit d'une fonction par une 

constante est le produit de la constante par la differentielle de la fonction. 

Soit a =ifc: I, 

d[±u) = '±. du. 

Cela pose, attribuons, dans T^quation (2) du n^ 4S, divcrses formes k 
la fonction F (ti, v, tr,...), et soit d'abord 

F(t<, V, ti?,...) = t«ifc: l?±: tt?db ... 

La differentielle de F, prise en faisant varier u seulement, est egale, 
d'apres la premiere remarque, a du] de meme, cteF se rdduit k 
d{±iv) = ± dVy etc., et I'equation (2) devient 

d(i*±: vdbird: ,..) = duzhdv ±dw±: ... 

La differentielle de la somme algibrique de plusieurs variables est la 

somme algebrique des diffirentielles de ces variables. 

Soit, en second lieu, 

F(w, v,ti?,...) =nvw... 

9 
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D*apres la seconde remarque ei-dessus, Ton a 

d.F = mr...cftf, (LF = tiio...dt7, etc., 
et le th^oreme general donne 

cfF=: d.tftnr... =: oir... du -i- iiir... dv + i«v... dw -i- ... (0> 
oa encore 



d.uvw... =vvw...l 1-— ^-1 H ••• y 



(cfti dv dw 
u V w 

Cette regie sert a differeniier le produit d*un nombre quelconque de 
variables. Pour deux variables u ei v, Ton a 

d.uv = vdu + udv. 
Pour m variables dgales k ti, Ton a 



Soit enfio 

On tire de \k 
et par suite 



du 
u 






vdu — udv 



dF = d. -=- (du - Fdr) = -(du - - dv\= "^^^ 

V v^ ^\ ^ / ^ 

Telle est la formule que Ton emploie pour Irouver la differentielle d'un 
quotient de deux fonctions. II pent arriver que Tune d*el]es se reduise 
k une constante a, auquel cas sa differentielle est nuUe; on a ainsi 



(^\ — ^, d('«^=*t 



Bt. II importe de remarquer que la formule (2), et celles que nous 
en avons dcduites, s'appliquent ^alement k des variables u, Vy to..*. 
qui sunt ind^pendantes les unes des autres, ou fonctions d'une m£me 
variable, ou m^me de plusieurs autres variables; et cela, a cause de la 
g£n<Sralit6 du point de vue sous lequel nous avons envisage les diff6- 
rentielles. 



(I ) On marque par un point, place apres le signe <f , que ce signe se rapporte a tout 
le monome qui le suit. 
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Si, en particiilier, u, v, u?,... sont des fonctions d'une seule variable x 
(auquel cas celle-ci remplace notre auxiliaire (), il suffira de diviser par 
dx r^quation (i) etcelles qui s'en d^duisent, pour que les d^riv^es rem- 
placent partout les diflerentielles ; ce qui donncra les form u les 

rfF (tt, r, u?,...) ^ „ du ^ „ dv ^ „ dw 
ax ax ax ax 

d{u-±: vzt tc...) ^M di? dw 

dx dx dx dx 

d{uvw,..) 



/i du 1 dv 1 dw \ 

\uax V ax w ax J 



dx 

La fonction F (u, v, «;,...) ^tant ce qu*on appelle une /bnctton com- 
pos4e de x, la premiere de ces dquatioiis constitue la r^gte des fonctions 
composees. 

Corollaire. Considcrons deux fonctions de Xy F(x)et/*(x), dont les 
d^riv^es sont ^ales, en sorte que Ton a pour toutes les yaleui*sdex 
comprises dans un intervalle donne, 

F' (X) = r {X). 

D'apres la regie pour difTerentier une somme, nous aurons 

et la fonction F (x) — f{x), ayant sa d^riv^e nulle quel que soit x, ne pent 
dire qu*une constante (41 , II). Donc^ deux fonctions d*une mime variable 
Xy qui ont leurs derivies egales pour toute valeur de x comprise dans un 
intervalle determine, ne peuvent differer I'une de I'autrey dans cet 
intervalle y que par une constante. 
Cette remarque est importante. 
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CHAPITEE III. 

DIFFERENTIATION DES FONCTIONS EXPLICITES D*UNE SEULE 

VARIABLE. 

§ 1. DIFFI^RBNTIBLLES DBS FONCTIONS SIMPLES. 

B%. Le theorimc general sur la difTerentielle totale ramenant la dif- 
ferentiation de toute fonction explicite h celle des fonctions simples d*une 
variable x, c*est de celles-ci que nous allons nous occuper. 

On a d*abord, d*apris ce qui precede, 

d (a =fc x) == d= dx. 
En second lieu, soit 

Texposant a iUkui une constanle r^elle quelconque, positive ou n^ative, 
rationnelle ou irrationnelle. On aura, en donnant k x Taccroisseinent 
infiniment petit Ax, 



(-^r- 



Ay (x -*- Ax)* — X* ^ 

Ax Ax Ax 

Posons 

— =a, (i-i-aV» — i=j3, d'ou ^=^x«-*, 
X ^ ' ^ Ax a 

a et |3 sont infiniment petits; on a d'ailleurs 

(i-4-a)«=i^P, al.(i-4-a) = l.(i^P), M^ -*" P) g, 

\ / r7 X ^ '^^ 1. (l -4- a) 

Mais, d*apr£s une propridt^ ddmontr^e (96), 



et par suite (M) 



Uj.^uja^. = a. 



a 1. (i -♦- a) 

On aura done la limite du rapport Ay : Ax en rempla^ant, dans Texpres- 
sion de ce rapport, ^ : a par sa limite a, et Ton trouvera 

At/ 
lim -^ = D,y = ax*"' 
Ax 
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pour la derivee de la fonction y ou x*. De la 

On rencontre frequemment les cas o = 2, a = - , qui donnent 

2 

rf.x* = 2xdxy d, |/xW 



2(/x 

Remarqm. Lorsquea est une fraction irrWucliblea dcnominateur pair, 
la fonclion x* implique un double signe qui, comme on le voit sans peine, 
affcctera sans renvcrsement le facicur x*»-* dans la derivee. 

M. Cherchons la derivee de la fonction 

y = 1. X, 
1. indiquant toujours un logarithme n^p^rien. On a 

A 1 / A \ 1 !.»( !-♦- — )— 1.x 1.(1-^— J 

Ay 1. (x -♦- Ax)— 1.x \ ^/ \ */ 

Ax 



Ax 




Ax 








Ax 




OQ encore. 


en 


posant 


Ax 

X 


— S 
















Ay 


1. 


(i + «) 


I 










Ax 




a 


X 



l«(l + oc) 

Or, a tend vers ziro avec Ax, et-^ ^tend alors vers I'unitc (t6); 

done 

lim -~ « D,v = - > 
Ax ^ X 

et par suite 

dy=^ d.l.x=> — . 
^ X 

Si le logarithme se rapportait a un systime i base A, on aurait 

A'»K * = e'-*, 



d'ou 



1.x dx 

logx = r---9 d.logx = 



l.A ° xl.A 

54. Fotictions circulaires. — I. Prenons d*abord 

y = sin X, 
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d'oii 

Ay sin (x + Ax) — sin x 

Ax Ax 

Transformanl Ic numcrateur en produit par la formule trigonome- 
trique 

sin p — sin 9 s= 2 sin - (p — q) cos -{p -¥■ q)y 



il vicnt 

. Ax / Ax\ . Ax 

2 sm — cos I X H I sm — 

Ay_ 2 V 2/ ^ 2_ 

Ax Ax Ax 



* cos I X 



(•-t) 



Ax 
Lc rapport do Tare infiniment petit — k son sinus ayant pour limite 

2 

I'unitd, le second membrc de Fequation a pour limite cos x; done 

,. Ay dw 
ixm-jr- = -r- =* cos x, 
Ax ax 

et, rempla^ant y par son expression, on a 

d.sin X = cos xetx. 

II. Pour differentier la fonction cos x, il suffira de se rappeler la relation 



cosx 
d'ou 



= sin(^-.x), 



d. cos X = <t. sin f x J = cos [ x J • d [ x V 

TT 

en rempla^ant x par x dans la formule ci-dessus. Mais on a 

2 



cos 
done enfin 



{ X j«=8inx, di X j=a — ctx, 



i. cos X » — sin xctx. 
III. On a encore 

sin X 



tangx = 



cos X 
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d*ou, en appliquant la r^le pour diffdrentier un quotient, 

J ^ cos X d, sin x — sin x, d. cos x (cos* x -♦- sin* x) dx 

d. tang X = r «> i — , 

cos* X cos* X 

d'ou enfin 

dx 
a. tanffa;= — r— • 
cos* X 

IV. La relation 



sec X == - 



cos X 
donnc ^alement 

, d. cos X sin xdx 

d. sec X = r — =■ 

cos' X cos* X 

ou encore 

d. sec X s= tg X sec xdx. 

V. La relation 

COtXsstgf X J 

combinee avec la regie III, donne 






on bien 

dx 



d. cot X = — 
VI. Enfin, la relation 



sin' X 



cosec 
donne de mime 



x=sec[ X J 



d. cosec X « rf. sec ^-— X j = tg f - — X y sec ( - — X j d ( - — 

ou 

d. cosec X = — col X cosec xdx . 

Si. Fanction exponentielle, — Posous 

iy = A', d'ou X = log y. 
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On a done, d*apres la formule du n® 63, 

d*ou, rempla^ant y par sa valcur, 

dy = d.A'^ A'l.Adx. 

I>ans le cas particulier ou A est egal h e, l.A est Tunit^; on a conse- 

quemment 

d.^^se'dx. 

La fonction e* jouit done de la propridte d'etre ^ale k sa propre ddrivee. 

66. Fonctians ctrcutaires inverses. — I. AppHquons la mdme methode 

h la recherche des d^riv^es de arc sin x, arc cos x, etc. Si nous posoas 

d*abord 

y = arc sin x, 

nous en d^duirons 

X B3 sin Vi dx = cos y^t/, 

OU 

dx 



dy = 



cosy 
Or, pour exprimcr dy en fonction de x seul^ il suffit de remarquer que 

cos ,V = ± |/i — sin'y = d: |/i — x* ; 

il Yient done, enfin, 

dx 
d. arc sin x = d= 

Lc double signe dont cettc expression est affect^e resulte de ce que la 
fonction arc sin x est i determination multiple, car il y a une infinite 
d^arcs qui correspondent k un sinus donne, et, parmi ees arcs, Ics uns ont 
un cosinus positif, les autres un cosinus n^gatif. 

Au reste, pour achever de determiner la fonction arc sin x, il convient 
de fixer la valeur qu'elle doit avoir pour une valeur donn^e de x : car, 
comme elle doit vnrier d'une maniere continue avec x, elle n*admet plus 
alors qu*une seule valeur pour chaque valeur de x. Habituelleroent, et a 
moins de stipulation contraire, on suppose que la fonction arc sin x soit 

assujettie k 8*annuler pour x =5 o ; y est alors coropris entre ± - , et Ton a 

dx 
d. arc sin X = 



j/i — x' 
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11. Soit ensuite 

y = arc tg ar, d'ou rr = tg y ; 
on aura, d*apres ce qui precede (54, III), 

cos'y 
d'ou 



done enfin 



, - , dx dx , 
dy = cos* V • »^ = ^— = 1 ' 

^ ^ I -H ig* y I -♦- «• 



d. arc tg a: = 



111. Soit encore 

y = arc sec a; ; x = sec y, 



d'ou 



d'ou encore 



dx = Ig y sec ydy, 



dx 
dy. 



Mais on a 



d'ou enfin 



tgysecy 

sec y « X, tg y = ± |/x«— i, 

dx 



d. arc sec x 



X |/x* — I 



Le signe du radical depend des limites entre lesquelles varie arc sec x : 
ordiuairementy on prend le signe -^, parce qu'on suppose arc sec i = o. 
Des raisonnements semblables conduisent aux formules 

dx dx 
d. arc cos X = ri: ^ d. arc col x = z 9 

dx 
d. arc cos X = =p 



j/x« — 



Au reste, on voit sans peine que arc sin x, arc cos x, donnent une 
somme constante, done leurs different idles doivent ^tre egales et de signes 
contraires; et de mime pour les aulres. 
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67. Nousdonnons ici le tableau desdifiF^rentielles des fonctions simples : 



d. (a db «) = ±: dx, 

d. »«==o«»->cte, 

dx 
4. 1. JC = — » 

X 

I cte 
d. log. »=—- — . 

d.A» = A*i.AdJc, 



d.sinx=cosaKte, 

djc 
d.tgaj = — 5-» 

d. sec « = tg a; sec xdx. 



d. cos « Bs — sin xdx, 

dx 
d. cot X ^ r-r— » 

sm'x 

d. cosec X = — cotx cosec xdx, 

dx 



d. arc sin x=: 



|/r^ 



d. arc tg = 



dx 



<-i-x« 



d. arc sec x ^ 



dx 



x|/x« 



d. arc cos x := — 
d. arc cot X = — 



dx 



dx 



d. arc cosec x =: 



1-4- X* 
dx 



xj/x* — I 



II est a peine. n^cessa ire d'observer qu*ii suffirait, pour tirer de ces for- 
mules les deriv^es des fonctions, de diviser leurs diff^rentielles par dx, 
Ainsi Ton aurait 

D. log a; == — r-— » D.tgx= — j— , 
X 1. A cos* X 

etc. 

§ 2. DIFF^RENTIELLE d'uNE FOIfCTION BXPLICITE Q()EL€0NQUB. 

6S. Les diffidrentielles des fonctions simples d'une variable x etant 
connues, il sera facile de trouver la diff^rentielle de toute fonction expli- 
cite de x, si compliqu^e qu*clle soit, pourvu qu*il n*y entre que les sym- 
boles des operations qui constituent les fonctions simples consider^es 
jusqulci. 

En eiTet, par Tintroduction de variables auxiliaires, la fonction proposee 
dcviendra une fonction de plusieurs variables ddpendantes de x, et sa 
differcntielle sera donn^e par le th^oreme general (411) en fonction des 
diiF^rentielles de ces variables. En operant de la m^me maniere sur 
ceiles-ci, on finira par 6tre ramcn^ k la diiTercntiation de fonctions sim- 
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pies de x; puis, eliminant les variables auxiliaires et leurs differcnlielles, 
ce qui se fera sans difiiculte^ on obtiendra la differentielle de la fonction 
proposcc, exprim^e au moyen de la variable x el dc sn difFcrcntielle cfx. 
Pour obtenir la derivce de la fonction, il suffira de diviser par dr. 
Exemples. \^ Soit 

1^=:]. tangx 

la fonclion dont on cberebe la differentielle. Posons 

tgx = jz, d'ou y = \.z] 
les forinules du tableau nous donneront 

. dz . dx 

dy= — 9 dz = — r— > 
z cos' X 

et en eliminant z et dz, 

dx dx 



dy=^d. 1. tf5 X = 



tg X cos* X sin X cos x 

ec qui est la differentielle cherch^e. 
2* Soit encore 

y 1=3 (a + 6x")"', 

a, h, m, n ^tant des constantes. Faisant d'abord 

a -¥■ 6x** ■= Zy d'oii y = z", 
on a 

Solent, en outre, 

X* = u, z = o -♦- 6u, 

les regies etablies plus haut donneront 

dz = hduy du = nx""*dx ; 

d*ou enfin, eliminant r, dz, n, du, ou trouvera 

dy = d.{a-\- 6x")"* = mnh (a h- 6x")"'"'*x*~*cfx. 

59. On arrive rapidement, avec un peu d*e\ercicc, & se dispenser 
d*ecrire les lettres z, ti,... qui representenl les fonctions plus simples 
dans lesquelles on decompose la fonction donnee, et a faire mentalcment 
cette s^rie de substitutions. Soit \k differentier 

2X 

y = arc tg 



I — X* 
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2X 



on regardera ^comme une variable nouvelle, egale au rapport de 

deux autres, et en appliquant les regies etablies prcc^demment pour dif- 
f(6rentier arc tg x, « : v, x*, on aura 

, \i— xV _(l— X«)2(far — 2Xrf(l — x«) 



(l^.) 



(l— X«)«H-(2X)« 



(l -+- X')2C(X 2rfx 

d'ou cnfin 



I -♦- 2r' -H X* I H- X* * 



, 2X 2fllx 

a. arc tg . 



I X' I -+- X 



t 



Quand on a a differentier une fonclion compliqude de radicaux, il est 
souvent plus commode dc remplacer ceux-ci par les exposants fraction- 
naires correspondents, et d'appHquer la regie pour diffdrentier les puis- 
sances. Soit 



y « yx -h |/i -4- x« = [jc H- (i -♦- x')*J** 
On aura 



rfy 



= - Tx H- (i -♦- x«)« prf Fx -♦- (i -4- x«)M 



=! L^(iH.x«)« pri-^x(i-^x«^^ 



Si la foncUon a differentier est le produit de plusieurs fonctions elevdcs 
k des puissances positives ou negatives, on simplifie Ic calcul en prenant 
d'abord le logarithme de la fonction, et appliquant la regie qui sort k 
differentier un logarithme. 

Soit 

(X - 2)» 



y = 



|/(x — i)» (x - 3)" 
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on aura 

l.y = 9h(a:-2)-^l.(r-i)-^l.(x-3). 

Egalant les diffdrentiellcs des deux mcmbres, on a 

dy dx 5 cfcc ii dx 

y X — 2 2X — I 2X — 3' 

ou, reduisant au meme denominateur, 

dy x* — 7x H- I 



y (x— 2)(x— i)(x — 5) 
Rempla^ant y par sa valeur^ il vicnt 



dx. 



, (x — 2)* 
dy= y T?(^ — 7a: 4-i)dx. 

(x — i)« (x — 3) * 
Soit encore & diffi^rentier une expression de la forme 

ueiv dtant des fonctions donn^es de x. On appliquera la rigle 

dy^d^y-^-d^y-y 

V dtant constant dans la premiere differentiation, ct u dans la seconde^ 
on aura, par les rigles connues 

d^y = t?t«'~*dtt, dvy »= Wl.udv, 
d'ou 

dy = ur^ [vdu -I- ul.udv). 
Par exempie, on a 

d.(tgx)«*n* = (titx)«^"»l H cosxl. tgx jdx. 

£'xerctC6S. 

« 40 &»»• 

». y=3(9o* — 6ate-*-56»»*)(a-+-te)»; R rfyr=i- y rfoj. 

^ (a -♦- te) s 
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I dx 

S. y = tga5-t-- tg»a5: R. dy = — 7-. 

3 cos*ac 

4. y = e««cos6r; R. dy z= e** {a cos dx — bslnbx)dx, 

3 



2 ^2 



COS j; + COS 



' X jsiii x\ R. (<y = 4 cos^ xdx. 



k y=ra;cos f 1. c — - j; R. dy = I/2 cos (I. x) (to. 

K y = (*— -arctgx )arctg« — -I. (i-*-«*); R. dy = ""^ ^ 
\ 2 / 2 i-t-a* 



dx. 



k. y=:l. — C, 



R. (fy = 



Zxidx 



a«e* — /3*c^« 



Ka-4.)Sx-*-Ka — /to «|/«* — /3«a« 

!•. y = l. *— ^-; R. rfy = -^ z — — :-=-• 

a — p tg » a" COS* » — ^ Sin" « 



IS IS 



)<ls 



IS 



(»-4- I) 



19. y = 



dx 



"""(v^-O' "■*=^^ 



a -I- /8 COS X 



IS. y = 



Sin X cos X 



^/a cos* X -I- jS sin* X 



„ . « COS* X — ^ sin* X 
R. dy = ^- dx. 



s 



(a cos* X H- /3 sin« x)' 



14 y— gt^«-*-/8^-*-y-^v 

(x*H-a)- ' 



j^ ^ _ aa — [(2n — i)a— 20/3]x»— [(2n — 2) /i— 3ay]x^— (2n "" 3) 7^ ^ 



(x« -♦- a)"+* l/« -f- ^ -♦- yx* 



«. y=ri.(iH-x.)]a«^t.x; R. dy=ri.Mi^x.)^^;i!:^^ 



dx. 



IS. Demontrer que P^quation 



y = 



entraine celle-ci 



dy 



I — X 

I -f X 
dx 



J/'y — y» |/x — x» 



a=o. 
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if. Demontrer qui si Ton a 



% / ; y on a aussi — zzzzzr H- — iizz=r = 0. 



(fy dx 

|/i — y* j/i — «* 



flft. Verifier, par le signe de la derivee, que Ton a pour toute valeur positive dear, 

1.(1 -4-») <«, l.(i+«)>» 

fi9. ProprieiS det fonctions homogknes. On dit qu*une fonetion F (x, y, 2....) de plu- 
sieurs variables est homogene de degre m, lorsqae, chaque variable etant multipliee par 
une indoterminee t, la fonetion est simplement multipliee par r"; en sorte que Ton a 

F(te, <y, te,...) = <*F(a?,y,2:,...). 
(i^oBempfo .* La fonetion 

ajy" -♦- asiyz log - -♦- 2' 

est homogene du 3b* degre.) 

Posons 

te = u, 'y = V, ^2 := t&^.. . 

etprenons les derivees des deux membres par rapport a / d^apres la r^gle des fonctions 
eomposees, en regardant Xy y, z, comme constants. Nous avoiis 

D«F(tt, «, 10, .) • * H- I>»F (w, «, w..) ' y -♦- DwF (u, v, lo,...) ;? ■= m/"^*F (x, y, 2,...). 
Si dans cette equation on pose ^ = i, d'oii u =: a;, v = y,..., et par suite 

DmF(U, 17, «»,...) aas D,F (OJ, y, 2,..), CtC. 

il viendra 

ajD.F («, y, «,.-•) + V^y^ (*^yr-) "*- ^'^^F l'^* yv) = »»F (*» y» ^»--). 
Cette Equation constitue une propriete rcmarquable des fonctions homog^nes. 
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CHAPITRE IV. 

DES D6RIV6ES, DES DIFF6RENTIELLES ET DES DIFFERENCES SUC" 
CESSIVES D'UNE FONCTION D*UNE SEUl-E VARIABLE. 



I. La ddrivee d*une fonction y ou f(x) de la variable x etant ellc- 
m^me une fonction de x, on pent se proposer de former sa d^rW^e : 
celle-ci est la dertvee seconde de y par rapport k x. La d^riv^e de cette 
d^rivee seconde sera la dMvee troisihne de y, et ainsi de suite. Ces 
ddrivdes successives se designent par 

f(x), r(^)v-. /"•(^),... 

ou par 

^^y^ Dly,.... d;^,.... 

dy 
Le rapport -—-des differentielles de x et dc y etant seul determind. 

Tune de ces differentielles pent etre choisie k volonte et m^me supposee 
independante de x : ordinairement, c'est la differentielle de la variable 
inddpendante que Ton prend ainsi constante. Alors la differentielle dy est 
une variable dont on pent chercher la differentielle^ que Ton nomme la 
differentielle seconde de y et que Ton ddsigne par d*y ; la differentielle 
de cl*y est la differentielle troisikme de y, ou cl'y, et ainsi de suite (I). 

61 . II existe entre les derivees et les differentielles de meme ordre 
de y, une relation tres-simple, quand on suppose constante la differen- 
tielle dx de la variable independante. On a d'abord, par definition, 

dy = D,y • rfx, d. D,y = Djy • dx, d. Dly = Djy • dx, etc. 

Ensuite, dx etant constant, 

dhj i=d.dy = d (D,y • dx) = DJy • dx«; 

d»y = d. d«y = d (Djy • dx«) = Djy . dx» ; 

et en general 

d*y = d;;y . dx", 



(1) On ne confondra pas ces differentielles successives cCy, d'y,... avec les puis- 
sances de dy, savoir : dy*^ dy*.,., ; ni avec les differentielles premieres des puissances 
successives de y, savoir : d. y*. d .y*, etc. 



— 8< — 
d'ou 

^'^ l="'^' S=^-^' S=""y' 

c'esl-i-dire que la dirivee ««^* de y par rapport dx est igale d sa di/fi- 
rentielle n****, divis4e par la puissance n»*"« de la differentielle de x, prise 
constante. 

6S. Gette relation simple n'a plus lieu lorsque l*on regarde dx, non 
comme une constante, mais comme une variable, dont les diiT^rentielles 
successives sont aussi representees par d*Xy d'x, etc. 

Dans ce cas, effectuant les differentiations successives d'apres les regies 
connues, et observant toujours que d. Djjy = DJ+*y • dx, on trouve 

dy = Dj,y'dx; 

d^y = d(D«y • dx) = Dly»dx* -t- D^y • d'x; 

d*y = d (DJy • dx* -4- Dxj/ • d'x) = D Jy • dx» -♦- sDJy • dxii*x -t- D.y • d»x ; 

etc. D*ou Ton tire successivement 

(2) , 

, d*y — sDjyduPa; — D,ya*x 



i>:y = 



dx» 



(dxd^y — dyd^x)dx — 3(dxd*y — dyd*x)d*x^ 

et ainsi de suite. La loi g^ndrale est asscz compliqu^e (1). 

Ces formules sont particulierement utiles lorsque, x et y ^tant consi- 
der^s comme des fonctions d'une m^me variable independante t, dont la 
differentielle dt est prise comme constante, on a en vue d*exprimer les 
ddrivees successives de y par rapport k x, en fonction des ddrivees de x 
et de y par rapport a t. 11 est Evident, en effet, que dans ce cas dx, d*x^... 
sont des fonctions de t, de mdme que dy, d*y,..., et que les Equations (2) 



(1) Sghlomilch, Compendium der hoheren Analyns, t, II, p. 16. 

6 
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sont seulcs applicables. En divisant les seconds membres haut et has par 
dty dt^y dt\... et ayant egard aux relations (i), on trouvera 

D,y=^, D^y 1^ '^ ' > etc.... 

ce qui rcsout la question. 

Les formules (2) renferment aussi le cas ou Ton choisirait, pour diffi^- 
rcntielle constante, la differentielle dy de la fonction. On devrait y faire 
alops rf'y = o, d'y =» o, etc., el Ton trouverait 



!. La difference Ay de la fonction, corrcspondante a un accroissement 
Axde la variable, est elle-mdme une fonction de x, en general; et sa 
difference A (Ay) ou A*y, se nomme la difference seconde de y. La diffe- 
rence de A'y est la diffhence troisihne de y et se d^signe par A'y, et 
ainsi de suite. On suppose ordinairement que Taccroissement Ax de la 
variable reste le m^me dans toutes ces operations successives. 

Dans cette hypothese, il existc entre les differences et les d^rivees de 
mdme ordre de la fonction y, une relation importante que nous allons 
etablir. Posons Ax = A, et rappelons la formule du n*" 41 : 

(«) ^- 1 ^ , f W- 

Appliquons cette m^me formule k la fonction Ay, en observant que, 
h etant constant par hypothise^ la deriv^e de f{x -t- h) par rapport & x se 
r^duit 2i f(x -t- A). Nous aurons 

A (Av) A r/*(x -♦- A) — fix)] f <■* 

Dans la fonction sous Ic signe .^, ou la variable x est censde parcourir 
toutes les valours entre deux limites donnees x et x -t- A, remplacons-la, 
pour plus de clart6, par z; divisons tout par A, il viendra 

Mais la m^me Equation (a) nous donne 
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et il fauty dans les deux limites de cette moyenne, donner k z successive- 
ment toutes les valeurs depuis x jusqu'ii or + A, ce qui fait passer z -^h 
par toutes les valeurs depuis x + A jusqu'a x + 2A. La fonction p'{z) passe 
done par toutes les valeurs qu'elie affecte depuis jZcsjcjusqu'&zs^x+aAy 

el -r-j est, d'apres ce qui precede, une moyenne entre toutes ces valeurs; 

on pent done ^crire 

Ce raisonnement pent ^tre continue inddfiniment. Ainsi Ton a 

^'y^ ^^\f(x^h)-f(x)] ^ ^ ^ V^(z-f-A)-f^(z) 
Ax' Aa* ' A 

et comme 
il vient 

On aura done, en gdndral, en rdtablissant Ax au lieu de A, 

L'accroissement Ax a i\k supposd quelconque : supposons qu'il soit infi- 
niment petit, en sorte que nAx tende vers zdro. La limitc supdrieure 
X -4- nAx se rapprochant inddfiniment de la limite inf^rieure x, il est clair 
que la moyenne se rapproche inddfiniment de la valeur que la ddrivde 
/"'(jc) affecte il Torigine des accroissements, c*est4-dire de /^(x), et Ton a, 
cons^quemment, 

Ainsi, la dirivee n**^ d'une fonction est la limite du rapport de la diffi- 

rence n^*^ de la fonction, d la puissance n*^' de la difference de la variable. 

On conclut de U, en designant par a> une quantity infiniment petite 

avec Ax, 

A"v d"t/ 

— i= — i-4- 0), 

Ax* dx* 
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ou 

A"y = -r-^ Ax* -¥• G^Aor . 

En g^n^ral, D;^ est fini et (liferent de z6ro; le premier terme du 
second membre est done de I'ordre n par rapport ii Ax; le second termc 
est infiniment petit par rapport k Aa**; A*y est done de I'ordre n^ et en 

prenant dx => Ax, on aura 

A-y = d-y, 

si Ton n^lige uAor comme infiniment petit par rapport k A"y. 

64. Le resultat de toute diffi^rentiation effectu^e sur une fonction expli- 
cite de x, etant une nouvelle fonction cxplicite, la recherche des d6ri- 
v^es ou difi(£rentielies successives de cette fonction se raminera aux regies 
dfjk connues : nous I'effectuerons pour quelques fonctions simples. 

I. On a trouv6 

d. x* = ax*"*dx; 

a et dx iiani constants, on trouvera de m^me 

d^.x'msM adxd. x«-' B^a{a — i) x'-'dx' ; 

et ainsi de suite. En gdndral 

rf». x'sssa{a — i) ... (a — n -♦- i)x»~*dx% 
d'oik 

aD;ix« = a(a — i) ••• (a — n -♦- i)x*~*. 



dx* 
II. La formule 



dx 
d 1. X s= — 

X 



donne imm^diatement, d'apris la r^Ie ci-dessus 

dM. X = d«-* (x^dx) = (— i) (— 2) • •(— !!-♦- i)x-"dx", 



ou 



J 1 / X i ^ • 2 ••• In — i) , 
d- 1. X = (— i)*-* ^ Ldx\ 



X* 

I 



Pour avoir d** log x, il suffira de multiplier par le facteur constant 

III. La formule 

dA* = A*l. Adx, 
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dans laquelle l.A dx est un facteur constant, donnc immddiatement 

d»A* = A*(l. A)»dx». 
Comme cas particulier, on a 

IV. Pour obtenir la loi g^n^rale des deriv^es successives de sin x, 
cos Xj observons que 

d. sin X = cos xdx = sin | « -♦- - j dx. 

It 
II suffit done d*ajouter - k Tare et de multiplier par dx. La repetition 

de cette observation conduit facilement k la formule 



On aura de mdme 



"— (---i)- 



d. cos « »= — sin xdx = cos ( x -4- - J dx, 



d* cos X ess cos 



(""0- 



v. On a sou vent k former la d^rivde n*" du produit uv de deux fonc- 
tions d'une mdme variable x. Partant de I'equation 

d. uv = udv -¥■ vdu 

et rdpdtant la mdme operation, on trouve 

d*. uv = ud*v -¥■ 2dudv -t- vd*u; 

d*. lit? = ud*v -+- 3rfMd*tJ -♦- 3d*ttdr -♦- vd^u ; 

ct I'analogie de ces formules avec les puissances successives d'un bindme 
conduit k la loi gdndrale suivante, qui se ddmontre comme celle du bindme 
par le passage de n & n -i- i : 

d» . uv = vd**v -*- ndud^'-^v h — ^= — d*iid*"*t? -♦- ••• -4- rd*t«. 

I • 2 

On pent Tecrire symholiquemefU 

d*. Ml? = (du -*- d»)*, 
pourvu qu*aprcs le developpement du second membre suivant la for- 
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mule de Newton on change les exposants de du^ dv, en indices de diffi- 
rentiation, et que Ton rdtablisse, dans les termes extremes, les facteurs 
{du)^=uei{dvy=v. 

Exercices. 

Trouver la diffiSrentielie n*^^ de chacane des fonctions soivantes : 

i. y = (a H- te)** ; R. (I"y = m(m — i) ••• (m — fi-4-i)&''(a-4-to)"*~*d«". 

9. y = 0* eos COS (« sin 0), ^tant constant. 

R. if*y = e*ootO COS (as sine -4- nO)dc". 
S. y = e** cos &b; R. Se ramene an cas precedent en faisant 

a=:pcosO, 6 = p8inO; 
if*y =r p"0** cos (to -t- ii6) dc". 

4. y = asP (i — a?)" ; R. if^= l • 2 — ii(l — «)*< I — ( - j 

l-« « ^ . V .I'2'«'ll/ I I I . \. 

»• y = — ; R. <fy=(-i)*-* ^^^ /iH--+^-^--^--Utdaf. 

I n J. I • 2 ••• n • 6* , r I (— i)" "I 

o*— 6V 2a l(a — 6«)*+* (a-t-te)"+M 

y . Trouver la dcriv^ n** de la fonction y ^ arc tg as. 

R. Partant de P^aation 

dy I 



ifo z-4-aB* 
et posant a? = cot ^ , on trouve d'abord 

^? . , ^y . . 

puis snccessivement 

d*y dHf 

jj^ = — sin* f sin 2f , t-j-= i • 2 «Jn' f sin 3^ , ... 

— =(—!)»"* I • 2 ••• (n — 1) sin" f sin itf = (—1)*"* ^ sin (n arc cot «). 

9. Trouver la derivde (n -t- i)«^m« de 

y = arc sin x. 
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R. On a 



dy I -1 -1 

•j-=—zz==:{l'^X\ ■ (l — ») • s= tcv. 
dx i/^ZI^ 



Appliquant la fonnale qat donoe d".iiu, et observant que 



on troaye, apr^ redactions, 

w(n — i) (n — 2) 

~" I • 2 • 3 " (2n 

•. Dibnontrcr la formule 



y _. i-3—(g^— ^) (3^ — g)"* r n I I— a? n(n— i) 1-3 A—A* 

* 2" |/i — aj»L I2n— ii-4-« 1-2 (2n--i)(2n—3) \^i-f-»y 

- i)(2n — 3)(2n — 5) \H-»y V'"*" V J 






•«' , .. ^«r w(«— I) I n(n— i)(n — 2)(n — 3) i , T 
!a* ^^ L^^ I {2xY 1-2 (2*)* J 



!•. Etant donnes 

y:=sin*^*», « = co8;r, 

demontrer qae Ton a 

<<*"*y _ , x,_i i-3"'(2n — I) . 

d«— » ^^ ' n 



sm nz. 



CHAPITRE V. 

DfeRlVfiES ET DIFFfiHENTlELLES PARTIELLES SUCCESSIVES DES 

FONCTIONS DE PLUSIEUHS VARIABLES. 

M. Soit ic =s F (x, y) une fonction de deux variables. Gonsiddrons 
d*abord y comme constant^ et x comme seule variable ; la difference par- 
tielle de u sera AxU. Gette difference ^tant elle-meme une fonction de 
Xy y en general, on peut y faire varier y seul^ x ^tant constant, et prendre 
sa difference par rapport a y, ou A^A.u; et ces operations peuvent 6tre 
r^pet^es un nombre quelconque de fois, en supposant d*ailleurs que les 
accroissements Ax, Ay dcs variables soient ind^pendants de x et de y. 

Si Ton avait opdr^ dans Pordre inverse, on aurait obtenu A^Ayti. 

Mais on a 

u -H A,M = F (x -4- Ax, y), 

d'ou, changeant y en y + Ay, 

u H- A,t« -♦- A,u -+- AyAxii = F (x -I- Ax, y -*- Ay) ; 
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et en operant dans I'ordre inverse 

u -^ A,i« + Aytt -f- A^AyU = F(a; -4- Aar, y -¥■ Ay). 

La comparaison de ces deux Equations donne 

( 1} Ay A«ii = A« AyU ; 

c*est-i-dire que Ton petit intcrvertir Tordrc dcs deux operations sueces- 
sives marquees par A», Ay, sur une indme fonction, sans que ie r^sultat 
soit chang^. 

66. De mdoie, la d^rivee partielle deu par rapport k x, ou D«u, est une 
nouvelle fonction de {x, y), dont on pent prendre la ddrivee partielle 
par rapport k y^ x ^tant constant; on la designe par DyD^u. On peut 
d^river celle-ci k son tour par rapport k x ou k y^ et ainsi dc suite. 

On aura d'ailleurs 

D.Ayti = D,[F(x, y -^ Ay) — F(x, y)] = D,F (x, y -♦- Ay) — D,F (x. y), 
ou 

(2) DxAyU = AyD^tt, 

en sorte qu'ii est permis de permuter Tordre des caract^ristiques D«, Ay. 
Enfin, si Ton prend la differentielle partielle dc u par rapport k x, dzUy 
et qu*on diffi^rcntie cette expression (qui est fonction dc x, y) partielle- 
ment par rapport k y, on aura d^drU; et ainsi de suite; et dans ces diffe- 
rentiations partielles successivcs, Pon prendra dx, dy constants, pour 
simplifier. 

67. Gomme, dans toutes ces op(Srations successivcs, on ne fait jamais 
varier k la fois qu'une seule dcs quantit^s x, y, on peut toujours appli- 
quer les relations ^tablies entre les differences, differentielles et dcrivees 
des fonctions d'une seule variable. Ainsi Ton a immediatcment 

dx^ ' ' dy dy\dxj dydx^ 

puisque dx n'est pas fonction de y; etc. 
De m^me 

Ax m AxAy AxAy Ay « 



T- ^f A.D,t*= o^ -V- 

Ay « "^ 'Ay 



= ^ ^^ •"'A.D.t*= ^^ '--'^^^^^^'-^ ^6 ' -^DyD.«, 
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d'ou, evidemment, 



AyAx 



= ^/^ DyDs?/, etc... 



'»y 



Si Ton suppose mamtenant que Ax, Ay soient infiiiiment petits^ on 
conclut de ces relations 

, . A,tt d^u , . Av A,n _ _^ dyd,ti 

/tm--r— = D,tt =-5- ; Um ^ . = DyD,w = 34=- • 
Ax ax AyAx ayax 

Enfln, si Ton divise par AxAy les deux membres de Tequation (i) et 
que Ton passe aux limites, on a 

,. AyA^U ,. A,AyU 

ctm / ^ == ixm -r — -- > 
AyAx AxAt/ 

ou bien 

(3) DyDstt = D,Dyt/, 

ou encore, en multipliant par iriy les deux membres, 

(4) i^xM, = dgdgU. 

On pent done, sans changer le r4sultaty intervertir I'ordre, soil des 
earactMstiques D«, Dy; soit des caracteristiques cl,, dy, 

De Ik resulte une consequence importance. Concevons que Ton ait 
effectue sur la fonction u un nombre quelconque de derivations partielles 
successiveSy les unes par rapport k x, les autres par rapport k y, ct dans 
un ordre quelconque : on pourra toujours, sans changer le resultat, 
intervertir Tordre de deux operations consccntives, et par consequent 
ranger ces operations dans tel ordre que Ton voudra. On pourra, par 
exemple, faire en sorte que toutes les derivations relatives a une meme 
variable soient faites consecutivement, et indiquces par une seule carac- 
teristique aifectee d'un indice convenabic, ce qui simplifiera Fecriture. 
Ainsi Ton aura 

D,DyD,D,Dytt = DxD,DyD,DyM = D,D,D,DyDyM = DJDJm. 

Et la mdme remarque s'appliquera aux differentielles partielles succcs- 
sives; ainsi 

dydxdydydgU = rf'djw = djdjw. 

En general, Vordre dans lequcl on effectue les differentiations partielles 
successives sur une mhne fonction est indifferent, et pourvu que le nombre 
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des operations qui se rapportent d une mime variable ne change pas, le 
resiUtat sera le mSme. Eq sorte que I'expressioa 



DjDJtt ou dldlu 

indiquera le i^uhat de ciaq ddrivations ou differentiations partielles 
successives, dont deux par rapport i x el trois par rapport a y, se 
succ^dant dans un ordre quelconque. 
D*ailleurs, comme on a toujours 

^,^, dldlu 
' ' dxHy^ 
et que les exposants de dx et dy au d<^nominateur indiquent assez com- 
bien de differentiations partielles portent sur x et combien sury, pour que 
Ton puisse au num^rateur supprimer les indices et ^crire d^u au lieu de 
c^dju, on est convenu de repr^senter aussi la derivee partielle D*Djtt par 

d^u 
rfx*dy' 

Nous suivrons cette notation g^ndralement adoptee; ainsi nous ^crirons 
du du d^u 
dx* IT* d A * *" ^*®" ^'**' ^»^* D^DyW; par suite, comme nous 

avons les relations 

d,u == B^u dx, rfyti = Dytt dy, £^djt« = DJD Ju dx*dyS 

nous pourrons aussi ^crire ces diffirentielles partielles de la maniere 
suivante : 

On devra bien se garder, lorsqu'on emploiera ces notations, de sup- 
primer, comme facteurs aux deux termes de la fraction, dx, ou dy, ou 
dx*dy', dont la presence est n^cessaire pour restituer aux num^rateurs 
dti, d^Uj leur veritable signification de differentielles partielles^ et pour 
^viter toute confusion avec les differentielles totales de u dont nous 
parlerons plus loin. 

Remarque, Les definitions, notations et propri^t^s pr^c^dentes s*dten- 
dcnt si facilement k des fonclions de trois ou d*un plus grand nombre de 
variables^ qu'il est superflu d*entrer dans des details k cet dgard. Et quant 
au calcul des derivees partielles des fonctions explicites, il ne pent offrir 
aucune difficult^, et se ramene aux regies relatives aux fonclions d*une 
seule variable. Nous nous bornons k citer quelques exemples. 
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Exerdees. 






n«.._j!y_ gy* (y* -<- 3»* — aaiV) 

». ««=*y; ^jj5^-«a(a-i)...(a— «+i)6(6 — 1)...(6 — in-i)a!«y-. 

•• - = «n{«* + ftf + r); ^ = a-6-sin^« + /9y + , + ^ A 

^ , cosa? 

4. t« = i. ? prouver que Ton a 

cos y * 



dxdydz (a* -s- ««)• 
•. t« = apctg-. — Enposant r = l/aj«-i-y«, on a 

» = rco8t», y=:rsmtt, --=: -_ , =« = costt, 

»« r da; r 

el I'on trouve facilement 

J!!!g-,/_.x.> ''g-3'-(w-i) . 
cfa« - ^ ir j;s sin mtt. 

Ensuite, comme on a 

du costi dr 



dy r dy ' 



on tronTe encore sans dilBcultd 



= (— I)* I • 2 • 3 — (m 



et en g^n^ral 



X I wi cos fWtt cos tt m sin mtc sin ul 

/ ,v«i -a — (m — i)m . / 7c\ 

= <"-^> ^^t sin(^m-4-m-l-^J, etc,, 

d*+*tt I »2'"(m -Hn — i) / yg\ 

dS5Sr = (-^)'' irp;— sin(^mH-ntt-hn-| 



(aj«-4-y«) 
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CHAPITKE VI. 

DIFF6RENT1ELLES TOTALES SUCCESSIVES DES FONCTIONS DE 

PLUSIEURS VARIABLES. 

68. Nous devons consid^rer Diaintenant les diflldrenticiles totalcs 
succcssives d*une fonction de plusieurs variables. Soil 

u = F(x,y) 

une fonction de deux variables x, y, qui sont, ou indcpendantes, ou 
fonctions elles-memes d*une ou de plusieurs variables. Nous avons dcfini 
(45, 46) ce que Ton entend par sa diffit^renticlle totale du^ et montrd 
qu*elle s'exprime au moyen des differentielles de x et de y par T^quation 

(i) du = DsU'dx -¥• DyV'dy. 

Si Ton considere du comme une nouvelle variable, dont on prend la 
diff^rentielle ioif\\ed.du ou d^n, on aura la di/ferentielle totale du second 
ordre de t« ; la difKrentielle totale de d^u, ou d'u, sera la differentielle 
troisieme de u^ etc. Les m^mes definitions et notations s*appliquent, s*il 
y a lieu, aux differentielles successives des variables x et y. 

Le but que nous nous proposonsest d'exprimer les differentielles totales 
successives de u^ en fonction des dMv6es partielles successives de u par 
rapport a x et d y, et des differentielles successives de x et de y. 

Or, si Ton differentie IVxpression (i) d'apres les regies du N** 50, dont 
nous avons fait remarquer la generality, on trouve 

d.du = d*tt = rf(D,t*) • dx -¥• D,tt • d*x -4- d{Dyu) • dy -+- D,ti • d'y. 

Mais, comme D«k, Dyti sont fonctions de x, y, on a, par Tequation (i), 

d{DjU) = Dju • dx -I- DyD«u • rfy, 

d{DyU) = DxDyU • dx -+- Dji* • dy, 

d*ou, substituant et observant que DyD«u = DxDyti, on a 

(2) d'tt = Dla • dx' -♦- 2D,Dyti • dxdy -+- Djw • dy* -i-DxU • d«x •+ D^u • d*y . 

En formant de nouveau la differentielle totale decette expression d*aprds 
les m^mes regies, on obtiendrait Texpression de d'w en fonction des 
derivces partielles de u jusqu'au 5™" ordre, et des differentielles dx, dy, 
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d^Xj d*yy d^Xy d^y ; et ajnsi de suite. Mais ces formules gen^rales seraient 
de peu d'utilite, parce que dans les applications, la fonction u^ et celles 
qui en derivent par la diff^drentiationy se prdsentent sous la forme de 
fonctions explicites de x, y, dx, dy^ d*Xy..,y et qu'il est toujours plus 
simple d'appliquer directement k Texpression dont on veut former la 
difii^rentielle totale les regies pour differentier une somme, un pro- 
duit, etc... 

Remarquons que, dans le systime de notations adopts, les equations (i) 
et (2) devront s'^crire 

, du . du . 
du^=T-dx -¥- -r-dy ; 
dx dy ^ 

ux UtA/iiij uy iijc uy 

69. Nous avons, pour plus de generality, considere x et y comme des 
variables dependantes, et leurs differentielles dxy dy comme variables. Si 
Tune d'elles, x par exemple, etait la variable inddpendnnte, on prendrait 
dx constant, et d'x, d'x,... seraient nuls. 

Si X, y ^taient deux variables independantes, on pourrait faire dx, dy 

constants et d'ar, d^yy... nuls : du ne changerait pas, mais on aurait 

simplement. 

d^u d^u d*u 

n est m^me facile, dans ce cas, d'obtenir une expression symholique 
de la diff^rentielle d'ordre quelconque i^u. En effet, T^alite 

du c=a dgU -H dyU 

peut s'dcrire symboliquement 

du = {d, -H dy) u. 

Pour former d^u^ on devra diff^rencier partiellement du en x et en y, 
car dx et dy etant constants, ne doivent plus etre differenti^s. Done, I'on 
pourra ^crire 

d^u = d,du=i dx {du) -¥• d^ {du) = {da -♦- dy) du, 
d'oii 

d}u = {dm -H dy) (d, -H dy) tt == (d, -4- dy)' t*. 

En poursuivant le m^me raisonnement, on voit que pour former d'u il 
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suffit de multiplier encore symboliquement par d, -¥• dy, et qu'en general 

on aura 

d^u =» (d, -H dyY u. 

Les produits et les puissances des caract^ristiques cl«, dy sont ici de purs 
symboles d*op^rations k effectuer : il faudra, pout tirer de cette formule 
sa vraie signification, ddvelopper, par la formule du bin6me, {dm -h cly)** 
comme si dsf dy repnSsentaient des quantit^s; ^crire le facteur u a la suite 
de chaque terme, et interpreter le r^sultat conform^ment aux notations 
des diffi^rentielles partielles. Ainsi Pon trouvera 

dfu = {d, -+- dy)*u == (d*, -H ^dJiy -*- dj) m =» i^u -♦- ^d^^u -+- dju, 

ce qui est, sous une forme diff^rente, la valeur de ePii trouv^e plus haut. 
70. II est parfois commode, quand on a pour but de trouver les ddri- 
Yees partielles successives d'une fonction de deux variables (x, y), de 
former d'abord ses diffi^rentielles totales, en traitant x, y comme des va- 
riables ind^pendantes. On obtient des r^sultats de la forme 

du = pdx -♦- qdy^ d^u = rdx* -♦- 2sdxdy -*- (dy%..., 

P* ?> '*> ^f f d&ignant des fonctions connues de x et de y. Comparant ces 
r^sultats aux formules gdn^rales ci-dessus, et observant que les quanti- 
t^s dXf dy sont ind^termin^es, on aura 

du du iPtt d*M d*i# 

d^~^' dy""*' d?"*"' S^""** ^""^'-^ 

ce qui rdsout la question. 
Tout ce que nous avons dit des fonctions de deux variables s'etend, 

sans diflScult^, k des fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de 

variables, d^pendantes ou ind^pendantes. 

^xerctce^. 

ft. Soient ti, v deux fonctions de «, y ; (dx^ dy), (Zx, iy) deox systkmes de valeors 
attriba^es aux differentielles des variables ; (du, dv), (du, dv), les systtees correspon- 
dants de differentielles des fonctions. On a 



•• fitant donnes 



duiv — dvZu dudv du du 
dxiy — dyix dxdy dy dx 



■V 



** — y* , cos« 



»" -I- y* cos y 

calculer du, d*tt, en supposant dx, dy constants. 
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S. £tantdonne 

tt = e» cos 6y, 
troQver d^. 



R. d«Hi = e*' a"cos&yd«"-i-fia"-''6cos( 6y + 2 J<te^*dy 
. — -— a"-* 6" cos f 6y-i-2- jcfaf-^ ily«H i-6»cosl 6yH jdy" < 



«. Soil 

y^r + 2^» -h ay . 



tt = 



«-Hy-*-af 

^^ _ (y*-l- yg ■♦-^r*) <to-4- (g» -4- «B -♦•flp*) dy -♦- («* -t-ggy-i- y*) dg 

(» -♦- y -4- »)* 
S. Soil 



demontrer la formale 



ti=:arc tg- i 

a; 



I • 2»«« (»— i) r f w\ 

*■« = (— i)" ;; — I sin nw • das* — n sin f nu -+- - l(fa^*dy 

(«*-t-y"j" L \ ^/ 

«(n — i) . / w\ / fMr\ 1 
•\ — sin I nu -f- 2*- j da^'^d'^ — ••• ±: sin I ni* H 1 dy* !• 

•. Trouvep les d^riyto partielles de T pap rapport aux cinq variables i|»', e', y', 6, y, 
^tant donnees les relations 

2T:sAp*H-B9*+Gr>, p=^' sin 6 sin ^ + 0' cos f , q=>^' sin 6 cos y— O' sin y , r=»'-4-t|/ cos 6. 

dT rfT 

R« ^=(Apsiny-i-B9C0Sf>)sine-i- CrcosO, — = Ap cos y — B^ sin f>, 

dT dT dT 

j-> = Cr, ^=s^[(Apsinf-i-B9C08f)cos6 — CrsinO]» j-=(A — B)|>g. 



CHAPITKE VIL 

DIFF^HENTIATION DES FOMCTIOMS IMPLICITES. 

71. II serait impossible d^^tablir des regies g^n^rales pour diff6ren- 
tier toute espice de foDctions impHcites : nous coasid^rerons ici seule- 
ment le eas ou elles soat liees aux variables dont elles dependent par 
des Equations, dont les deux membres sont des fonctions explidtes des 
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variables. On peut d'ailleurs supposer que les seconds membres de ces 
Equations se r^duisent k zero. 

Ainsi d^fini, le probleme se ramine facilement aux principes d6}k 
connus. 

§ 1. Equations a deux variables. 

7%. Consid^rons deux variables, x et y, li^es entr*elles par une Equation 

F(a;,y) = o. 

11 8*agit dc determiner la d^riv^e ou la diff<6rentielle de la fonction 
implicite y, sans qu*on soil oblig^ de r^soudre Tdquation. Pour cela, obser- 
vons que si x, y varient simullanemcnt sans cesser de satisfaire k F^qua- 
tion donn^e, la fonction F(r,y) de ces deux variables restera constamment 
nullCy et sa differentielle totale sera nulle aussi. On a done dF = o, ou 

Cette difr^rentielle totale s*obtiendra par les r^les qui conviennent aux 
fonctions explicites, ct Ton aura ainsi une Equation du i*' degre entredx 
et diff de laquelle on tirera, soit dy^ soitc^y : dx. 

Exemple. Soit Tdquation 

y» — 3axy -♦- X* =» o ; 

la rigle pr^c^dente donne 

dF = sy'dy — ^axdy — 3aydx -+- $x*dx =» 0, 

d'ou 

(x* — oy) cfa -♦- (y* — ox) dy = o, 
et par suite 

dy x* — ay 

dx y* — ox 

Les diffi^rentielles scconde, troisieme, etc., de y, s'obtiennent aussi 
facilement. La diffdrentielle dF dtant nulle pour toutes les valeurs de (x^y) 
qui v^rifient Tequation, sa differentielle d^F sera nulle aussi; on aura done 

d«F = o, 

ouy en d^veloppant cette differentielle et supposant dx constant, 

d«F d«F d«F , dF , 

^ ' dx« dxdy ^ dy* ^ rfy 
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Rempla^ant dy par sa valeur d^jk connue, on aura d*y en fonction de 
x,y et dx^.En difFerentiaat totalement IVquaU'on (2), ou en posant d^F^^^o, 
on aurait c/'y, et ainsi de suite. On pourrait donner, sous forme g^n^rale, 
les r^sultats auxquels on parvient, mais ces formules servent peu dans la 
pratique : il est plus simple de former directement, par les r^Ies ordi- 
naires, les differentielles successives de la fonction donn^e F, et de les 
^aler k zdro. 

Comme on a surtout en vue de former les d^riv^es successives de y par 
rapport k x, on simplifie le calcul en divisant par dx chacune des Equa- 
tions k mesure qu*on les obtient : de cette fagon elles renferment, au lieu 

dy d^y 
des differentielles dy, ePy,...., les d^riv^es -p- » j^ y 

dx dx* 

7S. Les d^rivdes obtenues par cette voie renferment, en g^ndral, non- 

seulement x, mais la fonction y elle-m^me : il arrive fr^quemment d'aiU 

leurs que leur expression peut dtre simplifiee au moyen de Tdquation 

donn^e 

P (^> y) — o. 

Reprenonsl'exemple ci-dessus.En formant la diffdrentielle dui*' mem- 
bra, divisant par dx et dgalant k zero, on obtient 

X* — oy -*- (y* — ox) -p = o. 

Diff£rentiant de nouveau, et divisant par dx qui est constant, on a 



!••• 



-"I'^-G^S-OS"*'^''''^^ 



d«y 
2X — O -r^-t- ( 2V-r- — a l-ir-H- Cv' — ^^^l^'^^' 



d'v « dy 

Tirons de Ik la valeur de -7^. et substituons a -^son expression connue ; 

dx* dx 



il vient 

d^y x{y*—axy -^ a(x« — oy)(y*— ox) -Hy(x* — ay)* ^ 

S?"" ^ (y* — ax)* 

on, apris reduction au moyen de I'Equation primitive, 

rf'y 2a'xy 

dx* "^ (y* — c^Y 
74. On a souvcnt k calculer les valeui*s des d^rivEes d'une fonction 
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explicite pour xsao; pour cela, on cherche une dquation du premier 
degrd entre celte fonction ct ses premieres derivdes, dquation que Ton 
traite ensuite par la methode precddente. 
Soil, par exemple, 

y aa cos (m arc sin x)\ 
d'ou 

dy m sin (m arc sin x) 

ou 

j/i — X* -p -♦- m sin (m arc sin x) =» o. 

Diffdrentianl de nouveau cette equation, Ton a 

-(ptf X dy m* cos (m arc sin x) 

i/i — x«-r-^ :j^h ^ ^==0, 

«* |/i-x»«^ l/i— x« 

ou bien . 



('-'') j;?-*$-*-*^*y=^- 



dx* (/x 

Formons la ddrivee n"*' du premier membre dc cette dquation d*apr&s la 
rdgle connuc (64, V) : il vient 

(I — ^*) ?-^ — (2n •*- i) «?^— (»* — »»')?^= o. 

Cette relation entre trois ddrivdes successives de la fonction proposde se 
rdduity pour xs^O, & celle-ci : 

P).-<.'—)(S), 

et comme D,y s*annule pour xesO, il en sera de mdme de D|[y, D^, etc. 
Quant aux ddrivdes d*ordre pair^ on aura, (y)o dtant dgal i Tunitd, 

(S).=--. (£).—-<»•—). 



( 



S)o "** ^** " ***^ <'^* ~ "'*^' 



et ainsi de suite. 
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Exercicen. 



« . e ' -I- sin (flp; + ay) = o : -— =s ~ ; --■ . 

dx 6 + 2y tg (oo; + &y) 

« 1 1 dy y*l. « — I 

•. ajl.y — yl.« = o; :r=^, -• 

da? a"!, y — i 

^ jB ^ „ rfy «♦ — ay. (i«y 6<M5y(»V -♦- 2a*) 



^ |ilfl:!l?!-.apcte-- £y=,?±y. <^'y_ 2(a?'-^y«) 

o ^x' do? X — y' d«* (as — y)» ' 

^ . . , cos Of ycosy 

•• 4y* — jy -♦- sm a? = o ; dy= — 



3(1 — 4y«) 3(sin x — 2y) 
d"y 3(4y* — i)* sin m — 8y cos* a? 

d»*"" Q(4yt_jJ8 

9. Bdmontrer que si Ton a, entre « et y, I*^qnation 

a^y* — ay(«* -t- y*) — y5 = O, 



on anra celles-ci : 



dx dy 

+ 



|/(aaM-3)(^-y) V/(ory*-^5)08y*-7) 

•. Etant donn^ 

y =r arc tg a?, 
prooyer que Ton a 



=*'*'\/S5^VS^=i^''- 






et en d^nire les valeurs des ddriv^s de y pour x=zo. 
•• Soil y =z arc sin « ; on a 



(£S).-«-<£0=°- 



. Soit 

as 

y = 



e* — I 
on a la relation 



/d— * y\ n(n — I) /d— 'y \ /dy\ 



pour toute valeur de n ^ 2. 
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§ 2. Equations rbnfermant trois oo un plus grand nombrb db variables. 

75. II n*y a pas plus de diflScuItc a diff^rentier les ^qualioas qui renfer- 
menl plus dc deux variables. Soit donnec une iSquation entre trois variables 

X, y ctant choisis comme variables independantes, z sera une fonctioo 
implicite de x et de y. Or, la fonetion F (x, y, z) restant constanle, pour 
lontes les valours de x, y, z qui satisfont a Tequation, sa diffdrentielle 
totale, qui so forme d'apr^s les r^lcs donnces pour les fonctions expli- 
cites, est nulle, et Pon a 

dF , rfF rfF 

rfF ea-p-dx -♦- -T-dv -H-7-d^ = o. 
ax ay dz 

Danscette equation, dz est la differentielle totale de la fonetion z(48), 
et Tequation fera connaitre sa valeur en fonetion de x, y, z et de dx, dy. 

De m^me dF ^tant constamment egal k z^ro, sa differentielle totale d*F 
sera nullc aussi, etdans cette seconde differentiation, on pourra supposer 
constantes les differentielles dx, dy des variables inddpendantes, puisque 
ces quantit^s sont indeterminees (45, Z"") : dF ^tant alors une fonetion de 
x,y, 2,d2,sa differentielle renfermera d*z, et I'^quation d*F=o fournira 
la valeur de d^z en fonetion de x, y, z^ dx, dy\ est ainsi de suite. 

Connaissant les diffdrentielles totales successives de z, on en d^duira 
immediatement ses derivdes partielles (70). 

Soit, comme exemple, Tdquation 

X* y* «• 

figalant k z^ro la differentielle du premier membre, on a 

xdx \idy zdz 
a* 0* c* 
d'ou 



^" — 7(5*^-*"^^0 



Diff6rentions une seconde fois I'dquation : 11 vient 

dx* dy* dz* zdH 



o, 



a* 6* c* c» ' 
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d'ou, tirant la valeur de d*z et remplafant dz* par sod expression, on a 

ou enfin, en ayant^gard k IVquatlon donn^e, 

Cv z 



Ainsi dz^ dH sont coniius; si Ton en tire les ddrivdes partielles de 2, on 
aura 

dz c^x dz c*y d^z ^ c* (6* ^ y«) 

dx a*z dy 6*« dx* a*5*z* 

76. Si Pon a plusieurs Equations entre les m6mcs variableSy les memes 
principes s*appliquent sans difficult^. Soient 

F (x, y, z, u) = o, 

Fi (x, y, z, t/) = o, 

deux Equations entre quatre variables x, y^ z, ti ; deux variables, z et u 
par exemple, seront fonctions des autres, x, y, que Ton rcgardera comme 
independantes. LI s*agit d'exprimer les differenlielJcs totales dzy duy d*Zy 
d^Uy... en fonction de x, y, z, u et des diff^renlielles dx, dy, supposees 
constantes puisqu'elles sont arbitraires. 

En raisonnant comme plus haut, nous sommes conduits k poser les ^a- 

lit^ 

_,in «^Fj ^j ^Fj ^Pj 
dF=-r-dx -♦- -r-dy -¥• -j-dz -¥• 3-dt< = o, 

dx dy ^ dz du 

^^ dF, . dF, . dF, . dF,. 
dFi = -7- dx -H -r- dy -4- -j— dz -♦- -j- du «» o, 
dx dy ^ dz du 

qui sont du premier degr^ en dz^ du. II sufBra done de resoudreces deux 
equations par rapport k dz, du pour obtenir ces diff^rentielles totales, 
sous la forme pdx -^ f dy. 

Posant ensuite d*F=o, d'Fiso, ou diff^renliant les Equations ci- 
dessus par rapport k toutes les variables x, y, z, u, dz^ du^ qu*elles ren- 
ferment, nous formerons deux nouvelles Equations du premier degr^ en 
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d^Zy d^Uy et nous en d^duirons^ apris substitution des valeurs de dz^ du, 
les valeurs de (Pz, d^u sous la forme rdx* + 2sdxdy -4- tdy^. Et ainsi 
de suite. On ^crirait facilement, en form u les g^ndrales, les resullats de 
ces differentiations successives, mais ccla n'offrirait que pen d'utilitd pour 
les applications. 
77. En g^n^ral, solentn variables li^es entr'elles par & Equations 



(3) 



Fi(x, y,... ti, «,...) = o, 
Ft (x, y,... ti, v,.-0 =o, 

F {x, y,... w, v,...) = o, 



k iiSLUi <^ n. En vertu de ces Equations, k variables u, i;,.... pourront 
£tre consid^r^es comme fonctions des n — k variables restantes a:, y,..., 
qui serontarbitraires; et la recherche des diff^rentiellcs totales succes- 
sives des variables d^pendantes se ramenera toujours a ces trois principes 
simples : 

i"* Les fonctions Fly F,,..., Fk des n variables ^tant assujetties, par la 
nature de la question^ k rcster constamment egales k z^ro, leurs diffe- 
rentielles premieres, secondes, troisiemes, etc., seront nulles. 

2^ La diff^rentielle totale d*une function, quel que soit le nombre des 
variables, est la somme des diff^rentielles partielles de la fonction par 
rapport k toutes les variables. 

Z^ Les diffdrentielles dx, c^y,... des variables ind^pendantes ^tant des 
quantit^s arbitraircs, on les choisira constantes dans les differentiations 
successives, cc qui facilitera les differentiations et le passage des diff^ren- 
tielles aux deriv^es partielles de u, i?,... 

L*application directe de ces regies rdsoudra la question. Les k Equations 

dFi = o, dF, =o,..., rfF» = o, 

fourniront e/u, dr,.... par la resolution d*un systime d'^quations du pre- 
mier degrd. Une scconde differentiation donnera k nouvelles Equations du 
premier degre en <;% d*i;,..., d'ou Ton tirera les valeurs de ces incon- 
nues. Et ainsi de suite. 

Les derivees partielles successives de u, v,... seront facilesi deduire 
de Ik : ainsi, pour obtenir D'DyU, il suffira de chercher le coefficient 
de rfx'rfy dans I'expression de rf'«, et de le diviser par 3 (70). 
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78. 11 peut se faire que Ton ait k^=n^i ; dans ce cas, unc seule 
Yariable, x par exempiey reste arbitraire : les autres sont toutes des fono 
tions de x, en vertu des n — i Equations qui les lient. On op^rera du 
reste commc dans le cas gdndral, en regardant dx comme une constante. 
Seulementt il sera plus commode, afin d*avoir imm^diatement des Equa- 
tions ou entrent les derivdes das fonctions, de diviser par dx chaque 
Equation en m^me temps qu'on la diSi^rentie. 

Exercices. 

adx -^ bdff 

I . saxz -4- a6tfz -H «■ = iii» ; dz=z ; ^ > 

ax -{- by -*- cz 

/fi(ndx -¥■ bdy)» 
{ax -I- 6y -♦- <»)» 

z 2xy 
•. ^»-+-aw« — «=:o: (te= — dx \dy\ 

d^z d^z / d*z \" 4 



^^ _( d*z Y 4_ 

d^^KdydxJ 272* 



(te* dy* \dydxj 272* 

. ^ ^ . d? I -♦- 1. « dz I -I- 1, y 

cte IH- 1. z dy I -♦- 1. 2 

d^z «(i-+-l .af)*-H2(i -♦- 1. 2)* d'2 (x-i-I. ae)(i -f-iy) dF* 

<te" aw(i -H 1. 2)» ' djcdy"" (n-l.2)» * dy«"" 

dy ar — a? dz y — x cPy 36* — o* d^z 36* — a* 

(fo y — »' dx z—y^ dx*"^ {z — y)»' dx^ (y — 2)* 

tt» — [«(a— Jr) 4- /3(6 — y) -*- y(c — »)] = o, 
(a — »)• -♦- (6 — y)" H- (c — 2)« — V* M o. 

Fonner les derivees partielles de u, v, par rapport k 9, y, 2, et montrer que Ton a 

du du du 

(„_„)_+ (6 _y)_ + (c-.)--0, 

d"a d*tt dHi 2tt 

d?'^^"*'d2« "■*""«•' 

•. £lant doanees deux equations entre quatre variables 

F,(«, y, M, V) = o, F,(«, y, ti, v) = o, 

on peut y coosid^rer u, v comme fonctioas de x, y, ou bien x, y comme fonctions de 
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u, V, Les quatre d^rivees partielles qui r^pondent k la premiere hypothese, et les 
quatre d^riv^es partielles qui repoodent k la secoode, satisfoot aux relations 

dxdu dxdv dxdu dxdv 

dudx dvdx ' dUidy dvdy * 

dy du dy dv dy du dy dv 

dudx dvd» ' du dy dvdy 

V. Soieot Ut V des fonctions implicites de qaatre variables x,y,a., fi, definies par 
deux equations de la forme 

tt = a -+- Xf{Uf v), t; = /8 -♦- y^{u^ «). 

On a, en designant par /{u, v) une fonction quelconque de u, v, 

df , M df ,, df 



CHAPITEE VIII. 

DU CHAMGEMENT DES VARIABLES. 
% 1 . FONCTIONS D*(]NE SEULE VARIABLE. 

79. Soit y une fonctioB, ginirakment inconnue, de la yariablc x, et 

une expression renfermant, en gdn^ral, les variables x et y, ainsi que 
les d^riv^es de y jusqu'k un ordre determine. On se propose de r^udre 
Tun des deux problemes suivants : 

i^'problhne, Eliminer, de Texpression donn^c, la variable x^ pour 
introduire k sa place une nouvelle variable t, li^e avec x par une equa- 
tion donn^e^ et k la place des d^riv^es de y par rapport & x, ses ddriv^es 
par rapport k L Ce problime est celui du changement de la variable 
indipendante. 

On exprimera d*abord D^y, D^yv en fonction des deriv^es de xet y 
par rapport k t, au moyen des relations (St) 

dy dx d}y dy d^x 

f \ ^ ^ ^t dilfi'^'di'd^ 



eft 



m 
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L*^uation donate entre x eit fera connailre explicitement les deri- 
v^es dc X par rapport k ty et en remplacnnt dans V les ddriv^es D,y, 
D^,... par leurs valeurs, puis ^Jiminant x k Faide de T^quation entre x 
et t, on aura Yen fonction de yy ^ Diy, D'y..., ce qui 6tait le but 
qu'on se proposait. 

Exemple. On demande de transformer l'4qualion di/ferentielle entre 
X et y 

en une Equation entre y et t, d'apres la relation 

X =3 cos t. 
On a 

dx d*x 

les formules (i) deviennent 

dy I dy d*y i d^y cos I dy ^ 

dx'^'^sinlSr' 5x« '^sin* t i? ~sin* t Tt ' 

substituant et ^liminant x de I'^quation donn^e, on obtient 

^*y 

pour r^quation diff^rentielle entre y et t, 

Exercices. 

.. V = (.« + .^)g + .g; 

Tnnsformer pur la relation a -♦- » = 6*. 

S. TraDsformer, eo prenant y pour yariable ind^peodante, les ^uations 



dafi 



fnaD/dy\ /dy\* ^ «P« dx mx 

2-<S)"-(S)=- «-0— 



o. 
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SO. 2^^ ProbUme. — Changement de toutes ten variables. — On de- 
mande d'^liminer de Texpression donn^e 



^-<-»-g- S'-) 



les variables x, y, pour introduire k leur place deux nouvelles varia- 
bles ti, ty Hies aux premieres par deux Equations donates, el substituer 
aux d^riv^es de y par rapport k x celles de u par rapport & (. 
Les Equations doun^es 

F {«, y, w, = o, Fi (x, y, II, t) = o, 

jointes k la relation inconnue entre x et y, permettent de rcgarder x, y, u 
comme des fonctions de t, variable ind^pendantc. En diff6rentiant ces 

Equations, on en tirera -p-y -^^ en fonction des variables et de -r" 
^ ' di dt dt 

Differentiant une seconde fois, on aura deux Equations qui donne- 

cPx d*y d*i* 

ront -Y-[9 -T^i en fonction des m^mes quantity et de -7^; et ainsi de 

suite. 

D*autre part, les Equations (1) nous permettent d'exprimer les derivdes 
successives de y par rapport k x, en fonction des d6riv6es de mdme ordre 
de X et de y par rapport k t. Rempla^ant ces derni^res par leurs valeurs 
dej& trouvdes, et portant les rdsultats dans Texpression V, 11 ne rcstera 
plus qu*i dliminer x et y pour avoir la valcur de V transformde en u, I, 
du d^u 

dT' W **"••• 

Ce cas se prdsente lorsque Ton a obtenu Texpression d'une certaine 
grandeur geometrique, en fonction des coordonndes rectangulaires x et y 
d*une courbe, et qu'on veut la transformer en coordonndes polaii*es. Les 
nouveiles variables, r et 6, dependent des premieres par les relations 

X = r cos 6, y "=» r sin 0. 
On a done 

dx ^dr . - dy , ^dr 

tPx „d»r . „dr „ 

_=cose^-28,n0^-rcos9, 

d*y . .d}r .dr . . 

50. = "°e^.+ 2co8e^-rs.ne; etc. 
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Les equations (i) devienncnt, en remplacant I par 6, 



dx ^dr . ^ dx* 

cos -rr — r sin 
a6 



I cos -=^ — r sin 1 



el ainsi de suite. On voit comment les deriv6es de y par rapport a x 
s'exprimeraient en fonction de eel les de r par rapport k 6. Substituant 
ensuite dans Texpression donnde V, et remplacant Xy y par leurs valeui*s 
en r et 6, la transformation serait cffectuee. 

Si la relation entre les anciennes et les nouvelles variables dtait cxpri- 
mie par des Equations diff^rentielles, on pourrait encore, dans certains 
cas, faire I'dlimination demand^e. 

Exercices, 
1. Transformer, a Taide des relations x = r cos 6, y i= r sin G, les expressions 



dy dy 

dx ^ „ dx ^ 



_(-S)> 






R. V = r—, V, = . V,= 



e-sy 



9. Transformer Pexpression de V, (ex. 1) en tt et <^ a l*aide des relaUons 

^ « ig /, da!« -^ dy* = dtt*. 
dx 

du 
R. V. = -. 

S. Mdme probleme, les relations etant 

dy 

R. V. — (!+<•)' 5jr- 
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% 2. FONCTIONS DB PLU8IEURS VARIABLES. 

« 

SI. Les fonctions de plusietirs variables ind^pendantcs donnent lieu 
a des problemes analogues aux prdc^dents. Soit d'abord z une fonctioa, 
ordinairement inconnue, de deux variables independantes x el y ; et 

., -/ dz dz d^z \ 

une expression qui renferme, outre les variables, les deriv^es partielles 
successives de z par rapport ft x el & y. 

Le premier problime, celui du changement des variable indipendatUeSy 
consiste h ^liminer de la fonction V les variables x, y, pour introduire 
deux nouvelles variables u^ I, li^es k xeiky par deux Equations donn^es, 
et les d^riv^es partielles dc z par rapport h ti, ty au lieu des d^riv^es par 
rapport k x, y. 

II faut donCy d*abord, chercher k exprimer D«z, DyZ, D'z...., en fonc- 
tion des d^riv^es partielles de z par rapport k u, L Pour cela, on pour- 
rait consid^rer z comme fonction imniddiate de Uy f, et ces derniires 
variables comme dependant de x, y : on formerait alors D«z par la regie 
des fonctions compos^cs, etc. Mais la m^thode suivante, plus Elegante, 
eat aussi plus commode dans lesprincipaux cas ouceprobl&me se presente. 

Si Ton regarde z comme fonction de x et de y, et que Ton forme sa 
difiKrentielle totale, on a 

, dz . dz , 
dx dy ^ 

Les variables x, y 6tant donndes en fonction de ti, t, on en d^duit 

dx = adu -4- |3eby rfy = aidu -^ |3td(, 
a, aif (3, |3|, ^tant des fonctions connues deuyt; d'ou 

Mais, d'autre part, si Ton regarde z comme dependant immediatement 
de u et tj Ton a 

dz^=-r du -f- T A, 
du dt 
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et, ^galant ces deux valeurs de dz^ observant que du^ dt^ sont des quan- 
tity ind^termin^es, on obtient 

dz dz dz .. dz ^ dz dz 

dx * dy du * dx dy c/t ' 

J ,. ., , „ . dz dz - . 1 dz dz 

equations d ou 1 on tire -r- » -r- » en fonction de w, t, -7- » -r • 

dx dy du dt 

De meme, si Ton forme d^z, en considerant z comme fonction de u et (, 
soit mediatement par Tinterni^diaire de x, y, soit imm^diatement, Ton a 

J, d*z _ ^ dH , , d'z , , dx .. dz „ 

o'z =-j-idx* -4- 2-r-T-dxdy -^-r-^dy* -f--r-d'x H^-j-d't/; 
dx* dxdy -^ dy« ^ dx dy ^ 

J, d*jr , , d*r J , d*z , . 

(Pz =-— dt** -♦- 2^— r dwde -4- -rrdt'. 
dii* dudf de* 

Mais en diff<6rentiantde nouveaux et y, et prenant dt/, dt constants, on a 

d*x = ydt** -♦- 2ddudt -f- ed^*, 
d*y = yidw* -f- adtdudt -f- £|d«*, 

7, d,... 6tant des fonctions connues de t«, f. 

La substitution des valeurs de dx, dy, d^x^d^y dans la premiere expres- 
sion de d^z lui donnera la forme Mdt«' + Ndt<df + Vdt^; on ^alera les 
deux valeurs de d^z, et on observera que les coefficients de du^y dudty dt^ 
doivent dtre dgaux de part et d*autre. Gela fournira les trois Equations 

^d^z d*z ,d*z dz dz d^z 

dx* dxdy * dy* ' dx ' dy dw* 

d^z dH d'^z 
desquelles on tirera -r-; > -7— r » -j-i • Et ainsi de suite. 

dx' dxdy dy' 

II ne restera plus qu*& porter, dans Texpression de V, les valeurs trou- 

iz dz d'z 
vies pour -r- » -7- > — > etc., puis k rem placer encore x ety par leurs 

Taleurs en u et f, et le problime propose sera rdsolu. 
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Exemple. Soient 

dx^ dy* 
Ty 6 deux nouvelles yariables, et 

a; ss r cos 9, y = ♦• sin 9. 
On a 

(fo s=s cos 9dr — r sin BdOy dy = sin Mr -f- r cos 9d9, 

(Px = — 2 sin 9drrf9 — r cos 9d9«, #y = 2 cos 9dr(ro — r sin 9^9' . 

La m^thode prdc^dente conduit aux Equations 

^dz , t^dz dz . fld^ fldc idz 

cos 9-7- -f- sin 9-r- = T- > — sin 9 -T- -4- cos 9— «=» — - , 
dx dy dr dx dy rdB 

d*ou Ton tirerait D«2 et DyZ ; puis aux suivanles 

• n ^* .ft ft ^*- . . ft ^2 «P« 

cos' 9-=-r -f* 2 sm 9 cos 9 -r-r- -«- sm* 9-7-^ =»-r^ » 
or* oxay ay* ar* 

r*sin'9-r-=— 2r*sin9co89--r--7- -f- r* co8<* 9 -r-r—r cos 9-; *• sm 9 —=-=;- 

dx* dxdy dy* dx dy d9* 

II suffit d*ajouter ces deux equations mcmbre k membre, aprte avoir 

dz 
multiplie la premiere par r^, ctd*avoir egard k la valeur ci-dessus de -p, 

dr 



pour 


Irouver 
















^(d}z 


d»z\ 


dz 
-'•Jr = 


= r' — -+ 
dr» 


d»z 

de*' 


d'oii 


















d*z 

V — 

dx* 


d*z 




I d*z 

r»d9» "^ 


I dz 



La forme des equations donn^es a permis ici de simplifier quelque peu la 
marche g^n^rale. 
SH. On pent aussi avoir i changer toutes les variables. Soit toujours 

^r rf dz dz d*z \ 

Texpression k transformer, et supposons trois nouvelles variables v, Uy ty 
\i6es k Xy yy z par trois Equations donndes. Comme d*aillcurs z est une 
fonction de x et de y, il n'y a que deux variables inddpendantes, et si 
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Ton choisit commc telles u el t, les quatre autres seront fonctions de 
celles-Ii. II s'agit d^introduire, dans Texpression de V, les nouvelles va- 
riables Vf u, ty ainsi que les d^riv6es partielles de v par rapport k u, f . 

Pour exprimer d'abord les d^riv^es partielles de z en fonction de 
celles de v, reprenons T^qiiation 

(i) dz= -j-dx -^ -r- dy. 

^ ' dx dy ^ 

Les variables or, y, z dtant donnces en fonction de v, ti, ty on aura^ en 
les diiSdrentianty des expressions de la forme 

/ dx = adt) •¥• ^du -4- ydtj 

(2) J dy= aidv -f- Pirfti -♦- yjrff, 

\ dz = Ufdv -♦- (Sirftt H- ytdtj 

a, p,... 6tant des fonctions connues de v, 1/, t. Enfin, Ton a 

dv J rfi? , 

at? = T- »tt -*- t: o^ 
au at 

Substituant cette valeur de dv dans les equations precedentes, puis rem- 

pla^ant dxy dy, dz par les vnleurs ainsi obtenues dans Tequation (i), ses 

deux roembres auront la forme Mdu -t- Ndf ; et comme du, dt sont arbi- 

traires, leurs coefficients devront dtre respectivement dgaux dans ces deux 

membres. On aura ainsi deux Equations du premier degrd qui feront 

. dz dz ^ . . dv dv , ... 

connaitre -7- 9 -r en fonction de -r- ' -r ' et des variables v. n. t. 
dx dy du dt 

On proc^de de la m^me maniere pour les ddrivdes d'ordre supdrieur. 

Considdrant z comme fonction de x, y, on a 

o*z = -rz ax* -♦- 2 -r-T- axov -«- -r-r »y' -f* -7- »^ -*- "r » V- 
dx* dxdy ^ dy' ^ dx ^y 

On remplace dx, dy, d*x, d'y, d'jc par leurs valeurs tiroes des Equa- 
tions (2), diffdrentides en regardant du, dt comme constants, mais dt? 
comme variable, puisque t? est fonction de u et de t. On substitue ensuite, 
<ians r^quation rdsultante, k dv sa valeur ci-dessus, et k d*t? sa valeur 

-, d't? , , d't? J ,, d*t? . - 

d^t? = -r-r du} •¥• 2 T-j- dudt -f- -r— d«% 
dti* dtuit dt^ 

et Ton voit sans peine que les deux membres de TEquation prendront la 
forme Pdu* -i- 2Qdtidt + Rdt\ Les coefficients de dti*, dudt, dt^ devant 
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^tre respectiTement dgaux de part et d^autre, il r&ultera de Ih trois ^qua- 

d^z dH d^z dv 

tions qui fourniront ^ > T--7- » ^-j » exprimes en fonction de -r- » 

dv d^v d^v d^v 

T * T-T > "j—r > TT c^ ^cs variables, el ainsi de suite. 

dt du^ dudt at* 

Si Ton reporte ensuite, dans la fonction V, les valeurs trouv^es pour 

dz dz 

-r-j -7- > etc., et si Ton remplace x. v, z. par leurs valeurs en r, k, t, 

dx dy 

la transformation demand^e sera effectu^c. 

SS. Les m^thodes pr^c^dentes pour le changement, soit des variables 
ind<^pendantes, soit des variables et de la fonction elle-m^me, s'^tendent 
facilement au cas ou il y aurait trois ou un plus grand nombre de 
variables ind^pendantes. 

Exercices. 

dz d» 
1 . Transformer ¥ = 0?^ ^^^^^ prenant pour variables ind^pendantes r, 9 ; on a 

dr^rcosO, y = rsin6. 

dz 

*• dd 

dz dz 
9. Faire la mdme traoBformation sur \ = X'--'¥-y'y-' 

dx ay 

dz 
R. V = r^. 

dr 



t. Transformer P^uation 



dl^z d*z _^ 



en posant 



d^z 

«^y = tt, 0.— vast. R. -— -=sO. 

dudi 



d*z d*z / d*z \" 
4. Transformer V=^jjj^- ^— ^, iUnt donnfe 



OB = all 4" /^^ y = *iV *^ ^t^ 



tl—^f^LS I Vd^zd^z f^*^\\ 

daj* dy« " \dxdyj "" («^, — ^«,)* Ldti* d/* ^^dud^y J' 



Cette propri^US peat dtre g^neralisee. 



». Transformer Tequation 
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cte« dy« (fa* ' 



les noayelles variables r, 6, <j; etant donnas par Ics equations 

a; = r sin cos <p, y = r sin sin ^, 2; = r cos 0. 



R. 



(-s) , <-s) 



dr sin 6 

I. Transformer Pexpression 



de 



I d«?_ 



sin'd d4j/" 



= 0. 



/ 



en introdaisant les variables r, 6, <|>, definies dans I'exemple 5. 



R. 



V = 




sm 



m 9 I — sin + r cos I 
V. Soient >, /«; v, Irois nouvelles variables li^es & x, y, z par les Equations 



*■" 6c ' ^ 






Transformer en >, /u, v, Pexpression d** =1 dap* h- dy" h- d««. 



R. d#« = 



ZdA* 



(a* — 6«) (;l« - c*) "*" "" (/x* - 6") (c« — /ti«) ^ "^ (61 _ v«) (c» — v«) • 
S. Deux fonctions 7, ^ , des variables x, y, z verifient Tequation 

dx dx dy dy dz dz 
Transformer cctte equation en prenant pour variables indcpendanles >, /<, v (ex. 7). 



(ft. _ ^) (c. _ v«) (i* - /.•) 2 "fei = o. 



d/A d/x 



LIVRE DEUXIEME. 

APPLICATIONS ANALYTIQUES DU CALCUL DIFF^RENTIEL 



CHAPITEE IX. 

THfiORfeMES DE TAYLOR ET DE MACLAURIN. 
§ 1. SERIES ORDONN^ES SUIVANT LES PUISSANCES D^UNE VARIABLE. 

84. Soit 

(i) ao -I- QiX H- a^x' -f- ••• H- a»x* -4- ••• 

une serie ordonn^e suivant Ics puissances entUres, positives et croissantes 
d'une variable x, les coefficients ao, ai,.* On,... etant positifs ou negatifs. 
Voici quelques propriet^s remarquables des series de cette forme. 

I. 5t, pour une valeur X| de x, la valeur absolue du ierme general a«x" 
ne croit pas indSfiniment avec n, la serie {i) est convergente pour touts 
valeur de x nutnMquement inferieure d Xi. 

Gar, soient a^, r, ri les valeurs absolues respectives de a«, x, Xi . La 
s^rie 



r r^ r* 

I H H — -4- •••-♦- — 

r* r\ rj 



^tant ^videmment convergente lorsqae r < ri, si Ton multiplie scs 
termes respectivemcnt par les facteurs a©, (x.^r\^ atr\y.., a«r",..., qui, par 
bypothese, ne ddpassent jamais une limitc finie^ on aura une nouvelle 
s^rie convergente (30, IV) 

oo -♦- air -f* cLtr"^ -f- ••• -f- Unf^ -*-... 

Cette s^rie n'est autre que (i), dans laquelle on rdduit chaqae terme & sa 
valeur absolue : sa convergence entraine done (33) celle de la sdrie (i). 
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Celle-ci est done eonvergente pour toute valcur de x telle que Ton ait 
r <ri. De plus, il ressort de la demonstration que, entre ce$ limites, la 
s^ric reste encore eonvergente si Ton r6duit chaque terme k sa valeur 
absolue. 

D'aprte cela, marquons dans la suite des valeurs absolues de x croissant 
k partir de zero, la plus grande valeur n de r pour laquelle a^r^ue devient 
pas infini avec n ; il suit du th^oreme pr^c(Sdent que la s^ric 

sera eonvergente pour toute valeur de x numMquement inf6rieure a n, 
et divergente pour toute valeur dc x numdriquement sup^rieure k ri ; car, 
dans le dernier cas^ le terme g^n^ral OmX* croitrait indefiniment. Pour 
X = drn, il pourra y avoir, soit convergence, soil divergence. 

S5. II. La somme de la sirie (i) est une fonclion continue de x, dans 
I'intervalle des valeurs de x ou la serie est eonvergente, 

Soit s la somme de la s^rie; posons 

Sn = ao-^ aix -I- ... -I- an^ix""-* ; R, = a«a* -i- o,»4.i«*+* -♦- ••••; 
d'ou 

* = *» -4- Rn. 

Pour un accroissement infiniment petit Ax de la variable. Ton a 

As =» ASn + AIU. 
Or, si nous d^signons par p une quantite comprise entre r et rt, la serie 

^lant eonvergente (84), on pent prendre n assez grand pour que Texpres- 



sion 



anp* -f- a»4.ip"+* 



soit moindre qu'une quantity e, choisie aussi petite qu*on le veut; et a 
fortiori, pour toute valeur de x num^riquement moindre que p, on %ura 

vaL abs. [a^ac** -f- an4.ix'»+* ■+• ••••]<£• 

Done, la valeur absolue de AR« sera moindre que 2e. D'autre part, 
Sm ^tant une fonction entiere et continue de x, on pourra, en prenant Ax 
assez petit, rendre la valeur absolue de Asn moindre que e, et par suite, 
celle de As moindre que 5£. Et comme e peut etre suppose aussi petit 
qu'on le veut, on voit que As decroit au-dessous de toute grandeur donnce 
si Ton prend Ax suffisamment petit; done la fonction « dcx est continue. 
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Remarque. La continuitd de la serie s'^tcndra jusqu'a x s= Xi inclusive- 
ment, si la s^pie ao -f* ain -*-...-!- a^r^^ est convergente. 

86. III. Deux sMes ordonnees suivant Us puissances ascendantes d^une 

m^me variable x, et qui ont des sommes egales pour toute valeur de x qui 

assure la convergence de ces series^ sont identiques terme pour terme. 

Soient 

flo "♦" <^iX •+- a*x* -♦-••• -4- a»x" -♦-•••> 

60 -♦- biX -^ 6iX* -f- ••• H- 6^x* -4- •••> 

les deux series proposees, convergentcs Tune ct Fautre pour toute valeur 
de X nuiD^riqucment inferieure h une quantity donn^e ri. Posons x = o ; 
rdgalit^ des sommes des deux s<^ries donne Tequation 

On a done, entre les m^mes limites, 

X (at -4- atx -4- azx* -¥• •••) == x (6i -4- 6iX -4- 6jx* -4- •"), 

et en divisant par x, suppose different de zero, 

at -♦- ttjx -4- OiX* -4- ••• e= 61 -f* 6iX ■+• 6sr* -♦-•••• 

Concevons que x tende vers z^ro : le premier membre, d*apres le th^o- 
rime prdc^dent, a pour limite la valeur de la s^rie pour x «= o, c'cst-^- 
dire ai; pareillement, le second membre tend vers fri;donc at :=fri. 

Retranchant at et 61, et divisant par x, on prouvera de m^me que 
Of B=s 61, et ainsi de suite. En general^ an = bn, et les deux series sont 
identiques. 

Remarque. Les theorimes I, II et III, ainsi que leurs demonstrations, 
s'appliqucnt m^me k des series dans lesquelles any x seraient imaginaircs : 
il suffit de substituer partout le module k la valeur absolue des quantit^s. 



§ 2. FORMULES DE TAYLOR ET DE MAGLAURIN. 

87. La formule de Taylor a pour objet le dcveloppement d'une fonc- 
tion en.s^rie convergente, ordonn^e suivant les puissances entieres, posi- 
tives et croissantes de la variable, ou dc I'accroissement de la variable k 
partir d'une valeur donnde. Nous ferons usage du lemme suivant : 

Soit 9(2) une fonction de la variable z, qui restc continue ainsi que sa 
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derivee (p'{z) depuis z = o jusqu'a z = 6, et supposons 9(a) c=9 (p(6) : U 
derivee (p'{z) doit s'annulcr pour une vaJeur de z comprise entre a et 6. 

En efTet, la foncdon continue 9(2) ne peut reprendre deux fois la m^me 
valeur, pour z = a et pour z t=9 6, sans etre, dans rintervalle, alternntive- 
ment croissante et decroissante, ce qui exif^e que sa derivee 9' (2) change de 
signe entre z = a et z == 6 ; et comme elle est continue, elle passe n^ces- 
sairement par la valeur z^ro. 

Soit F(x) une fonction de la variable x; x et rr -4- A deux valeurs 
quelconques de la variable : nous nous proposons de ddvclopper, s'il est 
possible^ F(x + h) en une serie convergente qui procide suivant les puis- 
sances entieres, positives et croissanles de A. Et comme la mdthode des 
coefficients indetermin^s indique quelle serait dans ce cas la forme du 
developpement, nous sommes conduits k poser 

(A) F(x + A)=F(x) + hF'(x)-^^¥"(x) -h .•• ^-Jl1—F^(x)+1{,, 

ce qui est ^videmment possible, quel que soit le nombre n, pourvu que 

Ton determine convenablement R^. 

Admettons que la fonction F(x), et ses derivdes successives jusqu*ii 

I'ordre n inclusivement, soient continues par rapport k x depuis x jusqu'k 

X + A ; faisons 

R. = A'P, 

p ^tant une constante dgale au moins & i, au plus k n, et cherchons la 
valeur qu'il faut attribuer k P. 

Pour cela, soit z une variable qui admet toutes les valeurs de o i A, et 
posoDS 

(h — z)^ 

9(z) = F(x H- z) -+- (A — z) F'(x -f. z) -4-^^ ^F"(x -^ z) -i 

I '2 

+ J^ — 11 . F"-«(x H- z) + (A — zyv. 

i-2«--(n — i) 

Pour z = o, 9(z) se r^duit k F(x -f- A), d'apres T^quation (A); pour 
z = A, 9(z) est encore egal k F(x + A) : d*ai11eurs^ il rdsulte dvidem- 
meiit des conditions supposecs que 9(z), et sa ddrivde 9' (2), varientd'une 
maniere continue de z = o ii z = A. Done 9'(z) s'annule (87) pour une 
valeur de z comprise entre o et A; valeur inconnue, mais que nous pou- 
vons representer par 6A, en designant par 6 une quantile comprise entre 

zero et Tunite. On aura ainsi 

9'(GA) = o. 
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Or, en derivant par Ics regies ordinaires el effa^ant les termes qui se 
detruisenty on trouve 

^^' 12 "(n— i) ^ ^ ''^ '^ ^ '^ |^i.2...(n— i) J 

et comme le facteur (h — zy~* ne peut s'annuler pour aucune \aleup des 
comprise entre ct A, nous cgalerons k z^ro le second facteur apres avoir 
remplac6 z par OA, ce qui donnerii 

p = 1! — ^\ ^-^ F- (X -4- Oh). 

1-2 •••(/* — l)p 

On a done, pour la valeur cherchee de Rn, 

hr(i — G)*-^ „ , 
i«2"-(n — i)p 

Goncevons maintenant que Ton fasse croitre n indefiniment, les condi- 
tions de continuity relatives aux deriv^es ne cessant pas d'etre remplies, 
et qu'alors R» tende vers la limite z6ro. La sommc 

F (x) ^ hr (x) H- ... ^ ^7"' . F"-*(^) 

I.2.'. ^n — I) 

tendra ind^finimenl vers F(x -¥• h), puisqu'elle en difTcre d*une quantite 
Ra tendant vers z^ro, ce qui revient a dire que la s^rie indefinie 

F (x) -♦- AF' (x) + — F" (x) -¥• 

^ ' ^ 1.2 



est convergente et a pour somme F(x -4- A). Cest en cela que consiste le 
th^orime de Taylor. 

La quantity R^, qui mesure Terreur commise en arretant la s^rie apres 
le n**^ terme, se nomnie le reste. Ordinairement, p ctant arbitraire, on 
le suppose dgal k n, et Ton a 

A* 

R« = F" (x -+- GA). 

i.2..n 

La formule de Taylor prend alors la forme 

(1) F(x-kA) = F(x) + AF'(») + ^F"(x) + ...+— -*^^F-(a:) 

1*2 i»2.»(n — I) 

+^^F«(«-«-eA). 

i-2-n 
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S8. Remarques. — I. II r^sultc d'une remarque faitc plus haut (86) 
que la fonction F(x -h h) ne peut ^Ire d^velopp^e que de cette seulc ma- 
niere, en s^rie convergente ordonnde suivant les puissances ascendantes 
de h. Toute s^rie remplissant ces conditions serait, en effet, identique 
avec la sdrie de Taylor, terme pour terme. 

II. II est indispensetble, pour appliquer la s^rie de Taylor au d^veloppe- 
nient d*une fonction donnee^ de s'assurer que le reste ^n tend vers z^ro 
lorsquc n devient iniini. II y a un cas ou cetle condition est certainement 
remplie, c'est celui ou F"(x) ne peut d^passer une limite donnde, quelque 
grand que soit n, pour aucune valeur de x enlre x et x -4- A. En effet, 
soil |Lx le nombre entier immddiatement supdrieur & A; on a 

/•• A/*-« h h h hf^-^ /A\*-^* 



i*2" n i*2«"(|x — i) jut |ut-Hi n i«"2«"(|i 



7.0 



et comme le dernier facteur a pour limite zero, - ^tant <r i, le facteur 

A- 
a aussi pour limite z^ro, n croissant ind^finiment. D'ailleurs 

F"(x -h 6A) ne peut pas croitre, par hypothese, au-dclk de toute limite ; 
done etc.... 

La principale diflScult^ consiste done h reconnaitre siF'*(x)peut, quand n 
devient infini, croitre ind^finiment. 

III. On ne sait rien de 6, sinon que cette quantite est comprise entre z6ro 
et I'unitd. Gependant Texpression du reste suflSt pour faire connaitre deux 
limitcs de Terreur que Ton commet, en prenant seulement n termes de 
la serie. Car, soient A et B la plus petite et la plus grande des valeurs par 
lesquelles passe la fonction F"(x), loi*sque la variable passe de la valeur 
X & la valeur x + A. On aura 

F" (x -4- 0A) = M (A, B), 
et par suite 



/A" A* \ 



IV. Si, dans Fdquation (i), on fait n ^al k Tunite, on obtient 

F (X -f- A) — F (x) -= AF' (x -f- GA), 

formule souvent employee, et qui se deduit aussi du theorime du n* 41 . 

V. Dans certains cas, la forme adoptee ci-dessus pour R„ permet diffi- 
cilement de reconnaitre si le reste converge vers z^ro. On recourt alors 
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k In suivante, qui s'oblient en faisant p= i d»n$ I'cxpression generate 
obtenue d'abord : 



(a) R- = "^ ^ ' ^ , F- {x ^ Bh). 

i«2-«-(n — i) 

89. On peut dcrire de diverscs manieres la formule de Taylor. Si la 
foiictioQ ¥(x) est designee par y, et si k est rnccroissement qu'elle re^oit 
lorsque Ton change x en x + A, Tequation (i) prend la forme 

^ ' ^ -^ dx dx* r-2 dx"-* I 2-(n — i) 1.2- n\dx-/aj-|_aA 

Si, dans Fequalion (i), on remplace par Xq et x Ics deux valcurs quel- 
conques de la variable qui y soiit designees par x, x + A^ on aura 
A = X — Xo, el il viendra 

(¥{x) = F(x.) + (x-x,)F'(«.) + i^iZ^ V"(x.) -H . • • + /^"""j"^' F-Cx.) 

I 1»2 I»2*»»^7»— Ij 

(3) J / _ > 

\ I 2- n 

On peut prendre Xo => o, et il vient 

(4) F(x)=F{o)4-xF'(o)-i-:^F"(o)-t- • -*• ^ /'"* . F-' (o)-v -^ F^Ox), 

I 2 I-2««(« — I) I«2»»»»l 

6 dtant toujours compris entre o et i. 

Cette formule est celle de Maclaurin, Elle fournit Ic ddveloppement 
d*une fonction F(x) suivant les puissances ascendantes de la variable x, 
mais il la condition^ resultant de ce qui precede, i'* que la fonction et ses 
ddrivdes restent continues depuisx = o jusqu'i la valeur de x que Ton 
consid^re ; 2® que le reste 

lU ^ F-(ex) 

tende vers zero lorsque n croit inddfinimcnt. Ce reste peut aussi se met- 
tre sous la forme 

((3) B. = f^^-^^"'' F'(9x), 

I •2»* \n — 1) 

que Ton obtient en rempla^ant x par o et A par x dans Texpression don- 
nee plus haut (a). 
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Les remarques faites au sujet de la s^rie de Taylor s^appliquent neces- 
sairement h celle de Maclaurin. Ainsi^ le developpement n'est possible 
que d'une mani^re, etc. 

§ 3. APPLICATIONS. 

•O. Si Ton prend F(x)=sA', on a^d'apris une formule connue (64,111), 

F"(x) = A'(1.A)\ 

La roQclion et toutes ses d^riv^es restcnt continues, quel que soil x. 
La formule de Maclaurin donnc done 

A'=i-f-xl.A-+-— (l.A)«^ ..-+- ^ r{l.A)-"*-+— ^^(l.A)-A®'. 

1-2 i«2' •(n — i) ' 1-2 '-n 

On a vu plus haut {HH, II) que I'expression 

(xLA)*> 

I • 2 ••• fl 

tend vers zdro lorsque n devient infini ; le factcur A^* a une valeur Gnie 
coDiprise entre i et A'; done le reste a pour limite z6ro, et Ton a 

I 1-2 I*2«3 

quelque valeur que Ton attribue k x. Le cas particulier ou A «=» e donne 
LA = I, et par suite 



6*= I -*-«-♦- 



X* x' 



1*2 I«2*3 

•1. Supposons, en second lieu, F(x) = sin x, d*ou Von tire 



F* (x) s=5 sin ( X -I- n - V 



Cette d^rivee dtani, pour toute valeur de n, toujours continue et au 
plus ^ale k i, quel que soit x, on voit imm^diatement que la s^rie de 
Maclaurin sera toujours applicable. Elle donnera 



sin X = X — 



X* x' x' 



I •2-3 I-2-3-4 5 I-2---7 
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Ic pesle etant, lorsqu'on s'arrctc au tcrmc affecte dc x*~*, 

sin ( 0x H- n- ) = M| dh Y 

I • 2 ••• n ^ 2/ y I • 2 ••• n 7 

On irouveraily par dcs raisonnemcnls semblablcs, 

J* X* x« 



cosx 



1-2 i2-3«4 i-2«3-4'5*6 



quelle que soit la valeur atlribuce a x. 

•9. Si nous posons F(x) =. 1. (i -h x), nous trouvons 

Toutes ces ddrivees sont continues si x> — i. On a done, par la for-' 
mule de Maclaurin> 

X* X* x*~* 

1. (i -♦- x) = x 1 • db 1- R,, 

23 n— I 

et, en adoptant pour R» la seconde forme (|3), 

X* (i — e)»-« - '' — «-^ *-* 



R. = ± 



X /x — Ox\* 
I -♦- 6x \i -+- 9x/ 



(i -+- Gx)- 

La convergence de la s^rie exige d'abord que la limile du rapporl 
— (n — i)- du terme de rang n au precedent soit moindre que Funite 

en valeur absolue, cc qui cxige que Ton ait 

x = M( — I, -*- i). 

X 

Si X est>oet<i, le facleur r— a unc valeur finie moindre que 

I -+- 0x 

X -*- Gx /x Gx\*~* 

X ; la fraction r- est > o et < x, done I ) a pour limite 

' I -*- Gx \i -4- 0x/ 

z^'.ro quand n devient infini; lint Ri,=:o. Six<oet> — i, en faisant 
X = — f , il vient 



T (t — Gr\*-' 



r 
le premier facleur a une valeur finie < > le second tend vers zero 

^ J — r 
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I r — Or 

avec - J car rr- est toujoui's moindre que r. Done R« a encore pour 

n I — 0r 

limite zdro. 

Ainsi, pour toute valeur de x comprise entrc — i et -^ i, la fonction 

propos^e est d^veloppable en sdrie convergente par la formule de Ma- 

claurin, et Ton a 

x' x' X* 

1. (l -+- X) = X 1 K .... 

.234 

•S. Cette formule ne s*appliquant pas aux valeurs de x superieures a 
Tunite, il est utile de la transformer. Posons 



x=-^=l, 



d'ou 

p I -*- X 



q 1 — X 

ct supposons que p, 9 soient tels que x = M ( — i, + i). 
Nous aurons, en changeant x en — x dans la s^rie trouv^e plus haut, 



1.(1 — x) = — X — 



X* X* X* 



234 

(X* X* \ 

x-i 1 1- ••• j; 

ou, en mettant pour x sa valeur, 



l.p = I. 9 + 2 



IP -^9 3\p-+-9/ 5\p-^qJ J 



Cboisissant petf de maniere que (p — q) soit tr^s-petit et (p -^ q) tres- 
grand, on obtiendra unc s^rie tres-convergente, qui donnera 1. p, si 1. q 
estconnu. 

Exemples : p ^= 2y 9=1, 

1 /i I I I I \ 

1. 2«2( -H -H r-f- ); 

\3 3 3* 5 3* / 

p«io, 9 = 8, 

1 1 /i I I I I \ 

1. 10 = 3 1. 2 -+- 21 — -I J -+--•—;•+" •*•• r 

\9 3 9' 5 9* / 

Pour passer les logarithmes n^periens aux lo^arithmes vulgaires, il 
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suffira de raultiplier les premiers par le module M, dont la valeur (1. io)~* 
peuf dtre calculde k Taide de la dcrniere serie. On trouve 

M = 0,434294481 .... 

•4. Proposons-nous encore de d^velopper la fonction 

a iUkai une constante quelconque. Les derivces 

F'(x) = 0(1 -+- x)— *, F"(x) = a{a — i) (i + x)— S... 
F"(x) =3 a{a — i) ••• (a — n -4- i) (i -+- x)"~*,... 

restcnt continues tant que x> — i. On a done 

/ V «(« — ') . fl(« — i)"'la — n -I- 2) , ^ 

(i -+-xV»=i h-ojCH — ^^ ^x*H V-— — -, r ^x"-*-*-R«. 

I • 2 I • 2 • • (n — i) 

Pour que la serie soil convergente, il faul que le rapport x 

tende vers une limite num^riquement moindre que Tunitc, ce qui exige 
que X soil compris entre — 1 et + i . II suffit done de considerer ce cas. 
En adoptant la seconde forme (|3) du restc^ on trouve 

i-2-(n— i) ^ ' \i-+-9x/ 

Le premier facteur tend vers zero quand n devient infini, car la serie 

1 1 i(« — 1)(« — 2)«"(a — n-*- 1) 

qui a pour terme general ^ — — — ^ — ^x* est convergente, 

I • 2 • • • (ti — I ) 

comme on s'cn assure sans peine, pourvu que x* soit <[i. Le second 

facteur, (i -♦- 6x)*~*, a une valeur finie, puisque i -*- 9x> o dans notre 

^ j est moindre que Tunite, 

car si x>o, on a i -+- 9x> i > i — G; si x<o, on aura x = — r, 
r ^tant compris entre oeti, done 6r<^9, i — 9r> i — 9; dans les 
deux cas on a done 

I— 9 > o 

■ ■ • 

I -+- 9x <] I 

Le reste R., etant compose de (rois facleurs dont Tun a pour limite 
z^ro, les deux autres ne croissant pas indefiniment, a pour limite zero ; 
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la s^rie de Maclaurin est done applicable^ et Fon a, pour toute valeur de 
X comprise enlre — i et -*- i, quel que soil a, 

,^. , , ala — i) . a(a — i) (a — 2) , 

(B) (i -♦- «)•= I -+- ax -+- -^ ^x« -♦- -^ '-^ -'x» H 

I«2 I'2'3 

Six est, en valeur absolue, plus grand que runit^, la serie est diver- 
gente et par consequent inapplicable, a moins que a nc soil entier et 
positif ; dans ce cas, la derivee (a -♦- i)»*"' de (i -♦- x)* tStanl nullc, le reste 
Ra^i est nul aussi, et la formule de Maclaurin donne le developpement 
de (i -♦• x)« en un polyn6me de a -♦- i termes ordonn^s suivant les puis- 
sances eroissantes de x, pour toute valeur de x. 

Si X est ^al h± 1^ la formule (B), dite du bindme, est encore exacte 
sous certaines conditions, qui exigent une discussion sp^ciale. 

Les cas particuliers suivants se rencontrent frdquemment : 

a = — i; (i -♦- x)~* = = I — X -♦- X* — X* -+- ••• 

I -+- X 

a == . X = — 2', «* < I : 

2 

(l — Z*) *= = I -I- -Z* H -Z* -I =^— Jz* -♦- ••• 

l/l—Z* 2 2.4 2.4.6 

95. £n posant F(x) == arc tg x, on aurait, d*apr6s Texpression connue 
dcF-(x)(ch. IV, ex. 7), 



F*{o) = (—!)•'-* I . 2 



... fn — i)sin[ n- V 



X* x' x' 
arc tir x==x 1 h •••; 

3 5 7 

la s^rieest convergente ou divergente suivant que x* est <^ ou > i. Dans 
le premier cas, le reste 

. X* sin (n arc cot Bx) 

^ (i H- ev)« 

converge vers z^ro en m^me temps que - > la somme de la s^rie est 
done ^ale h arc tg x, II en est encore de m^me si x = i, et Ton a 

w III 

- = I 1 H ... 

4 3 5 7 
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Cctte formule etant trop peu convei^ente pour le calcul de fr, on a 
recours h la suivante. Posons 



d'ou 



I n 

zc=arctg-9 - = 4J2 — w, 

en caiculant ts ±z. nous trouverons — 9 d ou 

119 

in I I 

tg 11 «=■ — » - =a 4 arc tg arc ts , 

239 4 ^ ^5 ^239 

d'ou enfin 

tt/ii I \/i I I \ 

_ s=: j^f — — 1 — •!. I — f -— ' H .^ ... I. 

4 \S 3-5' 5-5* / \239 3-239» 5-239' / 

•6. La y^rification de la condition lim R» = o offre souvent des 
dilEcultds, puisqu'elle exigc que Ton saclie former l*expression de la 
d^riv^e n**^ de la fonction & ddvelopper. Mais on peut dans plusieurs cas 
s*en dispenser. 

Ainsi, lorsque Ton sail d'avance que la fonction F(x) est d^veloppable 
en sdrie convergente de la forme 

comme on sait aussi (88, I) que ce d^veloppement doit coTncider, terme 
pour terme, avec celui que fournit la formule de Maclaurin, il est clair 
que Rn doit tendre vers zero. On peut alors se borner & calculer les coeffi- 
cients ao, ai,..., soit par la m^thode des coefficients ind^termin^, soit en 
formant F'(o), F"{o),.., F*{o) de proche en proche, par la mdthode indi- 
qu^e au n° 74. 

Si Ton a h d^velopper une fonction composee, la formation des d^ri- 
v^es successives sera gen^ralement tres-laborieuse, et il vaudra mieux 
d^velopper Ics fonctions plus simples dont la proposee se compose, puis 
combiner, h laide des r^les connues, les series trouvees. Soit, par 
exemple, 

^, , 1.(1 + x) „ , . 

I -♦- X 
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On a 



X* X* X* 



l.(l -+- x) = X 1 H •••» 

234 

(i -*- x)"* = 1 — X -♦- X* — x' -+- •••, 

et ces deux series restent convergentes (§4) si Ton r^duit chaque terme 
k sa valeur absoluc. On a done, d'apres la regie de multiplication des 
series (95, XIII), 



1.(1 -t-x) / A . / I A 5 / I I i\ 

—i '-=X — ( I -*-- lx'-*-{ I -I H- IX* — I I H 1 H- ]x 

I H- X \ 2y V 2 3/ V^ 2 3 4^ 

pour les valeurs de x comprises entre — i et -*- i. 



*-4l..., 



Exercices. 



€. Developper, par la serie de Maclaurin, F(a;) =sin*a;. 

R. si„.x=3rM' — ^^^^ — ^^=^--1 

2li-2 i'2-3'4 i-2*3*4«5-o I 



On a 



R« = - 



I / 7r\ 

-COS! 2605 -t-n- I; 



I • 2 ••• W 2 \ 

la serie est exacte quel que soit x, 
9. Developper e" cos bx. — En posant a = r cos y, 6 =: r sin f, on tpouve 

e*' COS te = I -*- ra? COS 7 H cos 27 H cos 37 H , 

I I • 2- 3 

H« = ^\' e*^* cos (bBx ^ n«p) ; 

la s^rie est exacte pour toute valeur de x. 

TT 

Cas particulier ou a=6=i,y = -- 

4 

On d^yeloppe de m^me e^ sin bx, 

S. Developper y = (arctga)*. 

On voit sans peine que 1e devcloppement est possible, et que Ton a 

ce qui pcrmet de calculer tous les coefficients de la serie en partant des trois premiers. 

I I — X 

4. Developper r — R. On met la fonclion sous la forme -: f 

^^ I -*- » -f- a* -H ae* i—-x* 
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et Ton trouve 

, . , :=!— x-^m* — «•-♦-«• — flP* -!-•••, 

I -H OB -♦- «' -4- or 

pour toute valeur de x comprise entre — i et -f- 1, 
ft. Ddvelopper la fonction 

X arc Ig » — 1. 1^1 -!-«•. 
R. On a, « ^tanl compris entre — i et + 1, la serie convergeote 

ap* X* SB* flc* 



i-a 3-4 5'6 7-8 
•. D^roontrer, en s*appnyant sur la formule de Taylor, que Ton a 

/,m^=F'(«), «m^^ = F"(«), etc., 

dv tendant vers la limitc s^ro. 



§ 4. EXPONBNTIELLBS 1MA6INA1RES. 



•7. On a dtabli, pour toute valeur r^elle de la variable x, les Equations 

e*= I -♦- X -+- 



ff' X* 



I • 2 I • 2 • 3 



•••> 



COS X = I — 



X* X* X* 



•••» 



X ' 2 i'2'3«4 i'2«3'4«5«6 

x' X* x' 

sin x = x 1 1- •.., 

i«2«3 i*2*3«4«5 i«2«3*««7 

et, d'apris une remarque d6}k faite (^4)9 ces series restent convergentes 
lorsqu'on r^duit les diff^rents termes k leurs valeurs absolues. Conce- 
vons qu'on remplace, dans ces trois series, x par une quantiKf imaginaire 

z = X -4- yi = r (cos -♦- 1 sin G) ; 

on aura des series imaginaires convergentes, car les series 

r* r* r* r* r* 
i-*-r-i H •••, IH 1 h •••, r-i 1 H--, 

1-2 I'2 I'2 3«4 I*2'3 I-2«3-4'5 

obtenucs en reduisant chaque terme k son module, sont convergentes 
d'apr6s Tobservation faite ci-dcssus; et nous avons demontr6 (S4, X) 
qu*une s6rie imaginaire est convergente Iorsqu*elle satisfait k cette con- 
dition. 
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Cela pos^, nous repriSsenterons encore les sommes de ces series ima- 
ginaires respectivement par C+y*, cos (x -*- y i), sin (a: -*- y •), en sople 
que nous aurons, par difinition^ pour toute valeur imaginaire de z. 



(I) 



«« 


«» 




I • 2 I • 


2 


•3 


«« Z^ 


— 


2« 


1.2 I -2 • 3*4 


I • 2 • • 6 


2» Z» 

Sin js = 2 1 


m mmmm 


z' 



I'2*3 I*2»«»5 I*2«»*7 



De lii r^sultent quelques consequences importantes. Si, dans la premiere 
equation, on remplace z par z i, on a 



e*= 1 -¥• z% 1 H 1 1 — •••» 



1.2 i«2«3 i«2«3«4 i*2*3«4'5 

resultat idcniique & celui qu'on obtient en ajoutant termc k termc la 
seconde sdric h la troisi^me multiplide par i. On a done 

(2) e** = cos 2 -♦- • sin 2, 
et en changeant 2 en — 2, 

(3) e"""* = cos z — • sin 2. 
On ddduit de ces dgalitds les suivantes : 

(4) cos z = 9 sm 2 



2t 



qui ont lieu, comme les prdcddentes, pour toute valeur rdelie ou imagi- 
naire de 2; et aussi celles-ci : 



c*^' = ±.-, «*«•■ I. 



M. On ddmontre sans peine que les propridtds fondamentales des 
foDctions e*, cos x, sin x, subsistent quand la variable devient imaginaire. 
On a d'abord, z, z* elant imaginaires, 



ee' 



/ z^ z^ \( , ^'* g'* . \ 

y 1.2 I'2'3 /\ I«2 I«2«3 / 



= I -+- (2 -♦- 2') -+- - 



1.2 I'2«3 

9 
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en effectuant la multiplication des series d*apres la r^le du n"* 95, puisque 
les modules de leurs termes forment deux series convergentes. Or, cette 
derniere sirie n'est autre chose que e^*' ; on a done 

(5) e»e^ = f+»' . 

On verrait dc m^me, k Taide des formules (2), (3), (4), (5), que Ton 
a e** = (C)", 

cos* z -+- sin* z = r, co8(z -♦- z') = cos z cos s' — sin 2 sin z\ etc. 

D'apres cela, nous pouvons sommer les series (i), ou trouver les quanti- 
tes imaginaires representees par e*, cos z, sin z, z dfant ^gal k x -^ yi. 
Nous aurons d'abord, d*apris les equations (5) et (2), 

C^^ = e* • cy* = e'(cos y -+- 1 sin y). 



Ensuite 



cos (x -4- yi) = = y 



d'ou, en vertu de T^quation precedentc, 

^ e^-f-c-y .ear — c-» . 
cos (x -♦• vO = cos X — t sin x. 

On aurait de m^me 

sin (X -*- vO = sin X -f- 1 cos x, 

^ -^ ' 2 2 

en sorte que les fonctions e', cos z, sin Zy sont ramen^es a la forme type 
X -♦- Yt(l). 

••• Les formules ci-dessus sont susceptibles de nombreuses applica- 
tions. Pour en donner un exemple, si dans r^galit^ 



I •+• X -4- X* -♦- • • • -f- x"~' = 



X* — I 



X — I 

qui a lieu, dvidemment (5), pour toute valeur r^elle ou imaginaire de x. 



(I) Nous n*einpraDtoDS ici 1^ la theorie des fonctions d*une variable imaginaire que 
qiielques formules trj^s-simples dont nous aurons besoin, cette tb^rie formant une 
section importante de la seconde partie de ce cours. 
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on j>ose X s= e% on trouve 






e 



e<_ 






-5 T'" e 



[e 61 

cos(n — i)--+- tsin(« — i)- 



et, en decomposant celtc equation en deux autrcs, 

nG 9 

sin — co8(w — i)- 

2 ^ '2 

1 -f- cos 9 -+- cos 29 -♦- ••• -4- cos (n — i) 9 = r 

sin- 
2 

ii9 9 

sin — 8in(n — i)- 

2 2 

sin 9 -4- sin 29 h- ••• -♦- sin (n — i) 9 = • 

.9 
I sm- 

\ * 

— Soil encore a trouver la valeur du produil 



. IT . 2ff TT *=»-» . ^TT 

sin- • sin — ••• sin (n — i)- = n sin — • 
n n n k=zi n 

En mettanl pour sin — sa valeur en exponenliellcs imaginaires, on a 

n 

sans peine 

(6) n sm— =-^— ^n e • n Ve » — i;- 

^ i»i w (21)" •*=! A=l 

Or 

jban—l far TT , IT 

D'autre part, on a vu (9) que toutes les racines de ^equation x** — 1=0 
s'obtiennent en faisant successivement fcso, i, 2,.**> ^ — 1> dans 
1 'expression 

2k'K . . 2kir }tli 

COS hi sin ==C * 9 

n n 
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d'ou il suit que 



kssn^i / *—i\ *aai%-l/ f far A 

X" — i=n \x — en j = (x— i)n \x — c« /; 

kssO k=zi 

d*ou^ comme 

X* — I = (X — l) (l -*- X -H X' -H ••• -♦- X*^), 

il vient 

n V3t — e * 7 == I -+- X -h X* -♦- ••• -♦- X"""*. 

Faisons x «= i dans cette ^alit^ ; nous aurons 

^'-i / tfar 



fcsn— 1 / tfar . \ 



et en substituant dans I'^quation (6), nous trouverons cette formule remar- 
quable : 

Sin- 'sm — ••• sin(fi — i) - = — ^ . 
n n ^ n 2""* 



Exercices. 



1. La foQctioQ tg z ^taot d^finie par r<fquation 

sin 9 
tgz=:— — I 

COS* 

trouver son expression sous la forme X -4- Yt. 
•• Demontrer les formoles 

sin nO cos tie 
cos •-♦- cos 3« -♦- cos 56 -♦-••• -♦- cos (an — I) 6 3= - 



sin 6 -f- sin 38 -h sin 56 -f- ••• -t- sin (an — i) 6 



sin 6 

sin' nO 
sin 6 
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CHAPITRE X. 

VRAIES VALEURS DES FONCTIONS QUI SE PRfiSENTENT SOUS 

FORME IND^TERMlNfiE. 

100. Nous avons dejh remarqu^ (S7) que certaines fonctions, pour une 
valeur parliculicre de la variable x dont elles d^pendent^ se presentent 
sous une forme qui n*apprend rien, telle que § « ^ > o . oo , etc., et que, 
dans ce cas, on chcrche la Hmite vers laquelle tend la function, lorsque 
la variable x s'approche ind^finiment de la valour particuliere a, qui 
donne lieu k la forme ind<Stermin^e. Gette limile se nomme la vraie valeur 
de la fonction pour x=aa, et nous allons chercher comment on la deter- 
mine, au moyen du lemme suivant : 

Solent f{x), F(x) deux functions de x; a et x deux valeurs de la variable, 
entre lesquelles /i(x) et F(x)sont continues, ct F(x) constamment croissante 
ou constamment ddcroissante. Concevons que x passe, par accroissements 
infiniment petits, de la valeur a & la valeur x, et soient Ai/", At/*,..., A«,/; 
AflF, AiF,..., AiiF les accroissements correspondants des fonctions, ces 
derniers tous de m^me signe. On a 

f{x)'^f(a) ^ A,/'h-A,/'h-.>.A,/' /A£ Aj£ An[\ 

F(xJ-F(a) A.Fh- A,F -♦....+ AnP"" "^ V.A,f' A.F'"' A«Fy 

Af 
n itAUi inddfiniment croissant. Mais le rapport -r^ a pour limite, comme 

Df pfx) 

on I'a vu (44), zt—ou i,/, \ : on en conclut, k la limite ou pour n infini, 
^ D,F F'(x) 

^ ' F(x) — F(a) "^ « F'(x)' 

Gette ^alit^ subsiste, m^me quand les d^riv^es /^(x), F'(x) passent 
par rinfini entre a et x. > 

101. Gonsid^rons d'abord les fonctions qui affectent la forme |. Si, 
pour une valeur a de x, on a 

f{a) = o, F(o) = o, 
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fix) 
la fractioQ ^y-r^ prescnte sous la forme § pour x =a. L'cquation (i) 

devienl, x iiani supposd differer infiniment peu de a, 

*^^ F(x) ^^ a F'{x)' 

la limile du premier membre est la vraie valeur cherchce; quaut a cellc 
du second, ^videmment, si f(x) : F'(x) tend vers une limite determinee 
quand x tend vers a, cette limite sera aussi cellc de la valeur moyenne, 
et Ton aura, par consequent, 

^^' F (x) F' (x) 

Si f{x), F'(x) sont finis et dilT^renU de z<Sro pour x=a, la vraie valeur 

cherchce est ^-V-; ; si P(x) est uul, ou F'(x) infini pour x = a, la vraie 
F'(a) ' ^ 

valeur est z^ro; si p{x) est infini ou F'(x) nul, c'est Tinfini. 

Si Ton avait encore /*(o) = o, F'(a) = o, la limite de/*(x) : F'(x) se 

presenterait k son tour sous la forme §, mais on lui appliquerait la m^mc 

regie qu'& la propos6c, et Ton aurait 

F (x) F" (x) 

Si celle-ci ^tait encore ind^terminee de forme, on lui appliquerait le 

m^me proc^de, et ainsi do suite, jusqu*2i ce que Ton tombe sur deux d^- 

rivdes qui ne s'aunulent pas simultanement pour XB=a. 

e" — 6*^"^ * 

Exemple : la fonction ; — a la forme J pour x = o. En lui appli- 

X — sm X 

quant la regie ci-dessus, on trouve successivement 

e»— «"■* ,. e' — e""'cosx ,. e' — e«»'{cos*x — sinx) 

hm : — 5=«m = urn ; 

X — sin X I — cos X sm x 

g* — e*^** ' (cos* X — 3 sin x cos x — cos x) 

cosx 

La vraie valeur cherchee est done ^ale h Tunitd. 
On slmplifie souvent les operations par des artifices convenables : soit, 
par exemple^ la fraction 

1. (l -4- X -»- X*) -4- I. (i — X -*- X*) 

sec X — cos X 
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dont on demande la vraic valeur pour x = o. Apres Tavoir mise sous la 

!• 1 1 "♦" x^ "^ x^\ 

forme -^^ cos x, eomme le facleur cos x tend vers Tunild. 

I — cos'x ' 

il suiGra de cherchcr 

,. 1. (l -♦- X* -♦- X*) ,. I -♦- 2X» X 

Itm 1— = hm 



sin* X (i -+- x* -4- X*) cos x sin x 

On voil de m^me que Ic premier fncteur de ce produit a pour limite i 



X tendant vers z^ro. La vraie valeur cherchee est done lint ., c*est-i- 

sinx 

dire Tunite. 

La r^le subsistant quel que soit a, on prevoit qu*elle s*appliquera 
m^me pour a == oo, c'est-a-dire lorsque, les fonclions /"(x), F(r) ayant 
pour limite zero quand x crott ind^finiment, on cherehe h connaitre la 
linaite de leur rapport. Soit, en effel, a une valeur de x iris-grande ; dans 
I'dquation (i), faisons croilre x indcfiniroent, et remplacons lim F(x) et 
lim f(x) par o. II vient 

m_ .. -r(x) 

F(a)~ -^^ •■P>)' 

et corome, dans cette Equation, a peut dtre suppose aussi grand qu*on le 
veut, on aura, en faisant tendre a vers Tinfini, 

/^n^ouKm»==K^/l(^). 
F (o) F (x) F' (X) 

lot. Lorsque, pour x = a, f{x) et F(x) dcviennent infinis, le rapport 
/*(x):F(x) prcnd la forme indetermin^e ^ • Pour connaitre sa vraie 
valeur^ posons 

ai = a + e, 

£ etant trAs-petit, mais invariable. La continuity des fonctions fei F entre 
a -♦- e et X permet Temploi de la formule (i), et Ton a 



F(x)-F(aO~ -tF'W" 



Divisons haut et bas, dans le premier roembre, par F(x), et faisons 

tendie x vers la limite a ; F(x) croissant alors indefinimcnt. '-^ , — ^ 

F(x) F(x) 



I 
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fix) 
ont pour limite zero, et lo premier membre se riSduit a /tm ^t^* On a 

F(x) 

done 

F (x) af F '(«) 

Mais, comme e peut ^tre pris aussi petit qu'on le veut, a et a + e diffe- 
rent aussi peu qu'on le veut, sans que cela influe en rien sur la yalcur 
du premier membre; on peut done, sans diflSculte, supposer e infiniment 
petit, et Ton a, x ayant pour limite a, 

F (x) F' (x) 

Gette demonstration subsiste, lors m^me que la vraie valeur de la fraction 
est nulle ou infinie, et il suflSrait, pour T^tendre au cas ou a = oo, de 
regarder ai comme une constante ayant une valeur aussi grande qu^on Ic 
veut. 

Nous sommes done ramenes, pour determiner les vraies valours des 
fonctions de forme ^ , i la m6me rigle que dans le premier cas ; mais il y 
a ici k observer que la derivee d'une fonction qui devient infinie pour une 
valeur finie x =» a, etant aussi infinie pour x ss a, la fonction /^(x) : F'(x) 
aura pour x = a, la forme ^ ; il en serait de m6me dc f'(x) : F''(x), etc., 
en sorte que la m^me difficult^ se reproduirait ind^iiniment. N^anmoins, 
on pourrag^neralementeffectuer sur ces nouvelles fonctions des simplifica- 
tions, et determiner la limite de Tune d*entr*ellcs, lorsquex tend vers a; 
cette limite sera, en vertu de regalite ci-dessus, la vraie valeur cfaerchde. 

1. X 

Soit h trouver la valeur de pour x = o. Nous aurons 

cot. X '^ 



,. 1. X ,. X ,. sm'x 
Urn = hm = — «m = o. 

cot X I X 

sin* X 

lOS. Les autrcs indeterminations apparentes se ramenent aux pr^ce- 
dentes. Si f{a) = o, F(a) = oo , le produit /'(x)-F(x) prend, pour x= a, 
la forme o • oo . Mnis on a identiquement 
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ct ces deux rapports sc prdsentent, le premier sous la forme §, le second 
sous la forme ^, ce qui nous ram6ne anx regies donnces plus haut. 

Si /la) = 00 , F(o) = 00 , la fonction f{x) — F{x) prend la forme oo — oo ; 
on lui donne la forme § par une reduction au m^me d^nominnteur, et on 

la traite comme pr^c^deniment. Soient a = o, f(x) — F(x) = cot x, 

X 

on aura 

,. /i \ ,. sinx — xcosx ,. xsinx 

liml cotx )■= lim ; =» Um—, = o. 

\x y X sin X sin x -^ x cos x 



Enlin, si Ton a /ia)=so, F(a)=o; ou f[a)=Of F(a)=oo ; ou f[a) =oo , 
F(o).-=si, la fonclion F(x)/^'* prend Tune des formes o*, oo®, i*. On pose 

(p (x) = F (xy^), d'ou 1. 9 (x) == f(x) 1 . F (x), 

et pour x = a, 1. 9 (x) prendra, dans les trois cas, la forme o • 00 . Sa 
vraie valcur se dcterminera par la m^thode indiqu^e» et fera connaitre 
celle de 9 (a), 

104. Remarques. — 1° II est parfois plus simple, dans le cas ou les 
deux termes d'un rapport s*^vanouissent pour x = a, de d^velopper en 
series convergentes Ic numdrateur et le denominatcur, d'effectuer les 
reductions, puis de faircx=a. Soit a chercker la vraie vaieur, pourx=o 
de la fraction 



— I X smx tffx J 

x^\ 3 3^ / 



On pent lui appliquer la m^thode du n" 101, mais il vaut micnx lui 
donner la forme 

(3X — 2 sin x) cos X — sin X 



3x' cos X 



I r/ 2X» \/ «• a* \ / a?» \"] 

= ( 3X — 2XH )( I 1 J— I X H- J 

3x«cosxL\'' 1-23 /\^ 1-2 I-2-4 / \ I-2-3 /J 

Faisant Ics reductions, supprimant x' qui devient facteur commuu aux 
deux termes de la fraction, et posant x = o, on trouve pour la vraie 
valeur demand^e 

i(—i— I 3 ^\^ j_. 

3\i«2«3«4 i-2«3 i'2'3«4-5/ 20 



10 
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2* II est esscntiel d'observer que I'opplication dc la formiile(3) 

suppose, en premier lieu, que F' (x) reste constamment de m^me signc 
quand x tend vers la limite a; en second lieu, que le rapport des ddrivees 
tendc yers une limite determinde, car il pourrait se faire que ce rapport 
n*eut pas de limite, sans que Ton puisse affirmer pour cela que Ic rapport 
f{x) : F (x) n^en a pas. Seulement, la limite de la quantite 

ne pouvant plus ^tre connue, la mdthode proposde n'a plus de succes. 
Gherchons, commc exemple, la valeur de la fraction suivante, qui se 
prdsente sous la forme § pour x «=s o : 



X* sin - 
I 



x* sin - - 

X " / I t\ 

-_ -= ^ I 2X sin cos- I (i -4- x). 

. (i -+- x) » \ X x/ ^ ' 



Commc la quantite sous le signc moyenne ne tend vers aucune limite 
determinee quand x tend vers zero, on ne peut rien connaitre de la 
limite de la moyenne elle-m^mc, ni par consequent de celle du premier 
membrc dc Tequation. Mais en dcrivant celui-ci sous la forme 



I 
• X sm - 9 



1. (i -+- x) X 

on voit qu*il a pour limite zdro. 

10ft. La derivee d*unc fonction implicitc y, ddfinie par une equation 
F(x, y)=so, prend la forme § lorsque, pour certaines valeurs dexet 
de y, les ddrivees partielles de la fonction F s*annulent k la fois. Lc 
moyen le plus simple de trouver sa vraie valeur consiste a diffcrentier 
une seconde fois Tequation : le coefficient de d^y s'annule, car il est egal 

a -r~9 ct Ton a une equation du second degrd en -~^ qui, resolue, 
ay ax 

donnc deux valeurs pour cette expression. Par cxemple, Tequation 

y* — gSa'y' -*- looo'x* — x* = o 
donne 

(y » — 48a«y -£ ^- (soa«x — x») = o, 
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et pour X = O9 y == O9 la ddriv^e de y prend la forme §. DilTerentiant 
de nouveau, et observant que le coefficient de d^y est nul pour y = o, 
on a 






d*oij Ton lire, en faisant x et y nuls, 



dy 
dx 



=Vs=Vs- 



dy 



ce qui donne les deux valeurs dont --- est susceptible pour x = o. 

Ce probleme n'est qu'un cas particulier d*un autre, dont nous ne 
parlerons pas, qui consiste a cbercher la 11 mite d^une fonction de deux 
variables x et y lides par une equation, lorsque cette fonction prend la 
forme § (0. 

Exercicts. 

TroQver les vraies valeurs des expressions suivantes : 

«• — dflac* + 5o*a5 — aa» _ i 

J . ~ r— » pour X = 2. n. - • 

jB» — 3a"aj — 2a' 9 

I — (m -H i) iB* 4- tnor*^' _ m(m4-i) 

». ■ — - — J > pour » = I. R. • 

(I — «)• '^ 2 

|/a*-+-ax-4-a5* — |/o* — ojp-hx" ,. , y — 

S. > pour « = o, II. Ka. 

|/a-*-a5 — J/a — » 
a* — (r* 



sinx 



■> 



pour X ^ 



=0. a. i.^J^. 



ft. ; y pour x = o. — On trouve, par la mcthode ordinaire oupar 

X — sin X 

le developpemcut en seric, que la vraie valeur est 2. 

X* -^ I I 

«. » pour X = I. R. 

x*H-x"l.x — I m-4-i 



x(«»-t-i) — 2(c'— I) „ I 



ii) Voir, sur ce point, uu mcmoire de Bf. P. du Bois Rkvmoiid, Journal de Crellc^ 
T. 70, 
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(H- «)« — f c 
1 pour Of = o. R. 

«sin(sin:r) — sin'a? i 
^i ' pour x=zo, R. -_ 



•. -. pour x«c», «>o, (^). R. 00. 
i.-=:zL_, pour 0^ = 00, (^ . R. JL, 

t. -J— col'of, pour aj = o, (oo — oo). R. ?. 



2 -4- cos « 3 

-___-., pour « = o, (00-00). R. 



6o 



;rjr — I 
2aj* 



a; (e«^« - I) ' ^^^^ * = °' («-»)• 



R "^ 
6 



ft. xe*, pour « = o, (o-oo), R. 09. 



\x-\-aJ 



pour « = oo, (00 -o). R. — ao. 



». X* pour x=o, (o»). R. I. 

1 



>. (a-+-6x")" + ?^', pour x = oo, »i>o, (oo»). R. e? 

K (lgx)«K'^*, pour x = -, (i«). R. i. 

4 e 



». (cos ftx) ""■ ** pour x = o, (1*). R. e at*. 
••. y' — 3<**y -+-«* = o, vreie valcur de ~ pour x = o, y = 6. 

dX 



R. 0,00. 



tt. y*-t-axy« — 6x»-t-x*=o, vraie valeur de — pour x = o, y=:o. 



«• - v/?' -\/I- 



th£:orie des maxima et minima. 

§ i. FONCTIONS d'uNE SEULE VARIABLE. 

t94. On dit qu'tinc fonclion F(x) de In varinble x est un n 
pour une valcitr Xo de cclte variable, lorsque, pour toute valeur de x 
vaisine de xo, F(x) est moindre que F(xa). Si, nu coatrntre, on a constam- 
mcnt P(x) > F(Xd) pour loutes Ics valeurs de x suffisamment vojsincs dc 
Xo, F(xo) sera un minimum de F{x). L'ordonn^e 
de la courbc AMN8 Kgurant la fonclion F(x), 
celle-ci sera maximum bu point H, minimum 
au point N. Elle peut done admcttre plusieurs 
maxima et plusieurs minima. 

Ponr reconnajlrc les valeurs de x qui ren- 
denl une fonction F(x) maximum ou mint- 
mum, designons par h un accroissement infinimeni petit, positif ou 
negatir, de x. En vertu dcs ddfinitions ri-des.ius, la dilTercnce F{jo ■+■ k) 
— F(xo) sera nigative, que] que soil le signe dc k, si F(Xit) est uii maximum ; 
elle sera positive, si F (xo) est un minimum. En sorte que !e carnclere 
commun au maximum et au minimum, est que F (xd -t- A) — F (xo) i-estc 
dc m^me signc, quel que soil le sif^ne de la quantitti infinimcnt petite h. 

Hois on a, 9 ^lant compris entre zero et I'unii^, 

F (x„ + A) — F (X,) = l,F' (Xo + eA). 

Supposons F'(xo) -^a; &h ctunt inCniment petit, F'(xg -t- 6A) diffcre 
inlinimenl pen de F'(xo), par suite de la continuite de la fonction F'(x] 
(38), et est cons^quemment de m^me signc que F'(xg), quel que soil lo 
signc de A. Le produit AF'{xo ■*- 6A) cbani^c done de si};ne avec A, il n'y a 
ni maximum ni minimum. // faut done, pour que x^ corresponde d un 
maximum ou a un minimum de la fonclion, que I'on ail 
F'(ro) = o. 

Cetie condition \6riQ6e, pour diseerner si F{xe) est un maximum 
un un minimum, ubscrvons que la formule de Taylor donnc ici 

F (xo + A) — F (x„) = - f" (xo +■ 6A) ; 
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par la mdme raison que ci-dessus, ¥"{xo-^6h) est conslamment de meme 
signe que F''(xo), quel que soil le signe de h. Le facteur h* : 2 ^Unt 
positif, la difference F(jo-*-A) — F(xo) est de mdme signe que F"(xo), 
que h soit > ou < o; done !• si F"(xo) < o, on a F(xo -♦- A) — F(xo)< o, 
F{xo) est un maximum de la fonction F(x); 2* si F"(xo)> o, on a aussi 
F (xo -^ h) — F(xo) > o, ce qui fait voir que Xo correspond k uq mim- 
mum de F(x); 5** si F''(xo) est nul, on ne peut rien conclurc, et il faut 
recourir aux d^riv^es suivantes. 

107. En g^n^raly admettons que Thypothese x = xo annule les n — i 
premieres d^riv^es de la fonction^ et non la n^*^. La formule de Taylor 
donuera la relation 

A- 

F (xo -4- A) — F (xo) = — ^ F« (xo -^ A). 

I • 2 ••• n 

et puisque P(xo) n'est pas nul, F*(xo+OA), qui en differe infiniment pen, 
sera dc rndme signe que F" (xo), quelque signe qu*on attribue k A. Si doncn 
est impair^ A' changeant de signe avec A, le second membre de rdquation, 
et par suite F(xo + A) — F(xo), change de signe avec A, et ii n^y a ni 
maximum ni minimum pour x = Xo. Si au contraire^ n est pair. A* est 
essentiellement positif ; le second membre de T^quation a done m^me 
signe que F" (xo)^ quel que soit le signe de A, et il en est de m6me de la 
difference F(xo + A) — F(xo). II y a done maximum si F"(xo)<o, 
minimum si F''(Xq) > o. 
Observons encore que Ton a 

d-F (x) = F- (x) rfx% 

dx dtant une quantity indeterminee dont les puissances paires sonl posi- 
tives. Rien n'omp^che done de substituer les differentielles aux derivees 
de F(x), dans r^noncd des th^oremes qui precedent. Ainsi la valcur Xo 
de X devra annuler uu nombre impair de differenlielles successivcs de 
¥{x)y k partir dc la premiere ; et il y aura maximum ou minimum de F(x)| 
selon que la premiere de ces diffcrentielles qui ne s*annule pas, aura, pour 
xe=Xo, une valeur negative ou positive. Get enonce est quelquefois plus 
commode. 

Examinons Fusage que Ton fera de ces propri^tes, dans les divers cas, 
pour trouver les maxima et minima d'une fonction. 

108. — I. Si la fonction F(x) est donnde explicilcment, on formcra par 
les regies ordinaires sa derivec, qu'on egalera ii z6ro. On detcrminern 
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)es racines reelles de Tdquation 

F(ac) = o, 
puis on les substituera successivement dans la d^rivee seconde F''(x), afin 
de distinguer par le signe que' prend F"(a:) apris cette substitution, si 
Ton a affaire k un maximum ou k un minimum. Si Tune des racines 
anaule F''(^)9 on passera aux d^riv^es suivantcs, etc. Enfin, on substi- 
tuera dans Texpression de F(x) les valeurs trouvees de Xy pour calculer 
Ics maxima ou minima eux-m^mes. 
Soit, comma exemple, 

F(x) = x(a; — a)", 
n eiant enlier positif, a posilif. On Irouvc 

F'(x)==(x — a)-»[(n-»-i)x— o], F"(x)=n(x — a)*-«[(ii-f. i)x — 2a]. 
On satisfait a Tequation F'(x) bs o en posant 

jo ^^^ . go x=:a. 

n -♦- I 

La premiere valeur de x donne 

elle rend done F(x) maximum si n est pair, minimum si n est impair. 

La racinc x = a annule, comme on le voit sans peine, toutes les d^ri- 
vees de F(x) jusqu'i Tordre n — i compris, et Ton a (64) 

F* (x) = I . 2 • 3 ••• n [(n -+- i) X — na]f F* (a) = i • 2 ••• n • o. 

Si n est impair, la premiere derivee qui ne s'annule pas est dWdre 
impair, il n^y a done ni maximum ni minimum pour x c=>a. Si n est pair, 
F"(a) etant positif, F(a) est un minimum. 

Les valeurs de ia fonction qui correspondent aux deux racines de T^qua- 
tion F'(x) = o sont ici 

109. Remarques. — !• Le calcul de la derivee F"(xo) peut souvent 6lre 
evitc ou simpliOe. Par exempie, F'(xo) ^tant nul, si Ton voit que F'(xo— e) 
est positif, F'(xo -^ e) n^galif, e etont positif et Irfes-pelit, il est clair (41 , 
111) que la fonction F(x), croissante jusqu'a x == Xo, devient decroissante 
au-dela, et que F(xo) est un maximum. Si, au contraire, F'(x) passait du 
negatif au positif quand x passe de Xo— s k Xo-+-e, il y aurait un minimum 
ponrx==:xo. 
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Dans d'autres cas, la nature de la question fait voir que ceile-ci ne com- 
porte qu'une solution, par exemple, un maximum ; et si d'aillcurs F^qua- 
don F'(x)=^ n*admet qu'une racine reelle, on est sAr que celle-<:i rdpond 
ii la question, et toute verification ult^rieure est inutile. 

^ La th^orie pr^cedente suppose que la fonction F{x) et celles de ses 
d^riv^es dont on doit faire usage, sont des fonctions continues de x dans 
le voisinage de la valeur Xo qui r^pond au maximum ou au minimum : 
sans cela les formulcs employees nc seraient pas applicables. II en r^olte 
que certains maxima et minima de F{x) pourront correspondre k des 
valeurs de x qui n'annulent pas F'(x), mats rendent discontinue, soit la 
fonction F(x), soit F'(x). On s'en assure, comme ci-dessus, en cherchant si 
la d^riv^e ^prouve un changement de signe lorsque la variable franchit 
une de ces valeurs de x, Soit par exemple, 

F (x) = I H- x», F' (x) = -x" ». 

3 



L'^quation T'(x)^=»o ne donne aucune solution, mais pour xs=o, F'(x) 
devient infini; de plus, F'(x) est n^atif pour x^o, positif pourx>o; 
la fonction F (x) est done d^croissante en de^a, croissante au-del& de x=o, 
done F(o) =s I est un minimum. 

Nous ferons abstraction des solutions de cette nature dans Tapplication 
de la theorie aux cas suivants. 

110. — II. Fonctions implicites. Soit y une fonction de x d^finie par 
r^quation 

9 (*» y) = o. 

Pour trouver les valeurs de x qui rendent y maximum on minimum, on 
diff^rentiera I'^quation, on en tirera la valeur de dy en x ety, et on Tega- 
lera k lito. On cherchera les systimes de valeurs de x, y, qui satisfont 
& cette Equation et & la propos^e; on substituera chaque systime dans 
Texpression de c(*y, tirde de I'^quation 9(x, y)=o par une nouvelle diffe- 
rentiation ; il y aura maximum pour y si le r^sultat est nc^atif, minimum 
s'il est positif. 

Consid^rons Tdquation 

4y* — 3y -4- sin X = o, 
qui donne 

dy cos X d*f/ 3 (4^* — i)' sin x — 8y cos* x 

da;"'3(r— 4y«)' dx*~ 9(4y'--i)' 

On satisfait hi rcquntion rfy = o en posanl cos x = o, d'oii siu x^^i i. 
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Si Ton prend sin x ^gal k Tunitd, IVquation donnee devient 

et a pour racines y = — i, y =- . Le systeme (sin a: =s i, y == — i) 

donne-7-^ = - > o; le systioie f sinx==si,y =- jannule aussi le d^no- 

dy 
minateur de ~ , et Ton s'assure facilement que cette d^rivde n'est pas 

nulle. 
De meme, en posant sin xca — i, on trouve y=i,y = ; la 

seconde valeur ne donnc ni maximum oi minimum de y^ mais le systeme 
(sin a: = — i, y =ss i) pcnd la d^rivde seconde de y dgale k <[ o. 

En r&ume, pour toutes les valeurs de x comprises dans la formule 
sin X s=: -i- 1 9 la fonction y admet un minimum 6gal k — i ; pour toules 
les valeurs comprises dans la formule sin x = — i,y admet un maximum 
^al ii -t- I. 

111. — III. II arrive fr^quemment que Ton ait k cbercher les maxima 
ou minima d'une fonclion f{x^ y) de deux variables, li^es entr'elles par 
une Equation donnee 

? («. y) = o, 

en sorte que y est fonction de x, et que f ne depend toujours que d'une 
seule variable. La d^riv^e lotale de /"par rapport k x devant ^tre nulle 
pour que / soit maximum ou minimum, on aura pour les valeurs de x et 
dc y qui satisfont a cette condition, les deux Equations 

dx dy dx ' dx dy dx ' 

et par I'elimination de -p- y celle-ci 

dx 

df d(p df dfp 

dx dy dy dx ' 

quinerenfcrme plusque xety. En la combinant avec I'^quation (p(x,y)=:Oy 

on en d^duira les systimes dc valeurs de x et de y qui r^pondent k un 

maximum ou k un minimum de fy et Ton v^rifiera si Tun ou Tautrc a lieu, 

soit k I'aide du signe de d^fy soit par les conditions particuliircs du pro- 

blime que Ton traite. 

11 
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On pourrait de m^me chci*cher les maxima d'une fonction de trois varia- 
bles li^cs par deux Equations, etc., mais ces questions seront comprises 
dans une thdorie g^n^rale qui sera expos^e plus loin. 

Exercices. 

Trouver les maxima et minima de la fonction F («) dans les cas suivants : 

i. F(x) = aD> — 75fiB'+z620x — looo. R. « = — 6, max., F = --22g6; 
«=— 3, min. F=: — 4078; « = 3, max,, F = 18078; 09 = 6, mm. F=:296. 

2 

9, F(ap) = \i-4-«V(7 — «)•. R. «=o, min., F = 49;a = i, mas., F«a72j 
a:=7, min.f F=:o. 

^. F(ay) = R. 05= --1 mtn. si a/8>0, maa;. si ee/i<0; 






F=, 
•.?(«) = «•— 2 cos at •*-<"■■ R. it = o, mtn. ; F = o. 

win., F = i; «=i, maa., P=-| i+— J. 

*\ V 

sma 
(2n -4- 1) sin « cos (zn + z) a — sin (an -♦- 1) « cos « =r o. 



^*^uation de condition est 
sma ^ 



«• 



On y satisfoit en posant !• »» (2t -4- 1) - , 1 ^tant un entiep qaelconque, ce qui 

donne un maximum F = i si n est pair, un minimum F = — x si n est impair; 
2o asssiT, qui donne un maximum F = 2n -i- 1 ; 5<» tg (2n 4- i)a; = (2n + 1) tg «, cqaa- 
tion dont les racines, que Ton construit par Pintersection de deux courbes, different 

peu des valeurs de x comprises dans la formule »=■— — t et donneot 

2 (2n -+- 1) ' 

alternativement des maxima et des minima. 

9. Dans un levier du second genre en <$quilibre, quel doit ^tre le bras de levierc de 
la puissance Q, pour que celle-ci soit un minimum, le moment M de la n^sistance eUnt 
donn^ ? 



I 
I 
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R. Soit g Ic poid) de I'tinite de longueur du levier. — On trouvi; 

•. TrouTer le rayon « do cercle qui doune le segment maximum sur uii arc <le lon- 
gueur dono^ 2a. 

B. a^ — , 1« segment est un demi-cercle. 

«•. CoDper un cAne circulatre droit par un plan parallile i la g^oeratricc, de telle 
mini^re que le segment de pRraboIe oblenu soit le plus grand possible. 

R. Soit a le raj^n de la base du cdne, « la portion de ce rayon enlre la gendralricc 

«•, Cfaercher, sur uncdroile OH, la position du point lumioeuiH, )i laquelle repond 
le maiimtim d'^claircment d'un Element plan situe en A. On sail que I'ec'airemenl est 
en raison inverse du carre de la distance AU, et en raison directe du sinus de I'anglo 
que fait AH avee le plan de relemont eclair^. 

R. Solent le point de rencontre de la droile OU avcc le plan de I'el^ment, » =: DU, 
a = OA, oi = OAi la projection de OA sur OH. On trouve 

4 
ce qui determine deux points, situ^ de part et d'autre du plan de I'element, et qui 
correspondent tous deux i un maximam. 

aa. Trouver la route que doit suivre UQ rayon 
hmineux, passant d'un milieu A oi^ la vilesse de 
transmission de U lumiire est u, dans un milieu B ou 
elle est o, pour atteindre son point d'arrivdc dans le 
temps le plus court possible. 

R. A', B' ^tant les projections des points A, B 
sur le plan de separation HN, tolent AA' ^ a, 
BEfssb, A'B' =: e ; x, y les angles du rayon inei'^enf 

et du rayon refraeti avee la normale au plan HN. Le Irajet du rayon eat compost 
de deux droites dans le plan AA'B'B; li fonction qui doit 
im n 



Ou (roure (III), pour la coiidilioi 

IS. Btant dona^ an prisme hexagonal regulier 
ABCDEFLMN..,, on mine, par un point S prise sur I'aie, 
Irois plans passant par les diagonales AC, CE, EA de la 
buc sup^rieure, et ou remplice eelle base par Ic poinlement a 
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Demootrpr que le nooma solide a mhae Tolmne que le prisme primitif, quel que soil 
le point S; eboisir ee poiDt de nitfiiere a re qoe la surface toUle da solide soil aa 
mioimam {AlveoUt det abeiUcs). 

R. Eo appelant r rinclinaisoo des faces da pointement sor la base da prisme, on troaTe 



*"*"!/? 



S i. PONCnORS DB PLCSIECRS VARIABLES. 

119. Considerons d'abord une fonction F(x,5()dedeuxyariables, ind^- 
peiidantes Tune dc Tautre. On dit que la fonction devient maximum pour 
un systeme de valours xo, j^o des variables, lorsque, pour toutes les 
valeurs de x voisines de Xo, et pour toutes les valeurs de y voisines de yt, 
on a constamment 

Si, dans les m^mes circonstances,F(x,y) restait constamment plusgrand 
que F(xo, yo)f on aurait un minimum pour x = Xo, y =*yo. 

La recherche des maxima et minima d'une fonction de deux variables 
se ramene au cas d^ji traits, h I'aide des considerations d^velopp<tes au 
N* 46. Au lieu de regarder x, y, dans le voisinage des valeurs Xo, yoy 
commc des variables arbitraires, on regardey comme une fonction de x, 
function dont la forme est indetermin^e ; il sera n^cessaire et sufBsant que, 
pour les valeurs Xo, yo des variables, F(x, y), devcnu fonction dex seol, 
soit maximum ou minimum quelle que soit la relation entre x et y. 

Or, d*apr68 la rigle ^tablie pour les functions d*une seule variable, on 

doit poser dF = o, ou 

dF , dF^ 
^rfx + ^dy = o; 

dx est arbitraire ; la relation entre y et x dtant indetermin^e, il en est de 

m^me de la derivde de y par rapport k x, ou du rapport dedykdx: rcla 

revient k dire que liquation pr^c^dente doit^tre satisfaite pour des valeurs 

quelconques de dx et de dy^ et que, par consiSqucnt, t7 faut que Us 

Equations 

rfF dF_ 

dx * dy 

soient viri/Ues pour x «= xo, y = yo, sans quoi le systkme (xo, yo) ne pro- 
duirait ni maximum ni minimum de la fonction F (x, y). 
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Supposons cette condition remplie; on sail encore que F sera un 
maximum ou un minimum^ suivant que d*F sera n^gatif ou posilif pour 
les valeurs Xo^ yo des variables. On a d*ailleurs 

^w, d^^ J . d«F J . rf"F J , rfF J, 

dx' dxdy ^ dy* ^ dy ^ 

dx 6tant constant. Posons x =» xo, y =» yoy et soient alors, pour abreger, 

dx = 5, dy==r,, ^==A, 5^ = B, ^ = L, 

le coefficient dc d^y ^tant nul par la condition ci-dessus. II faudra done 

que I'expression 

A?» -*- 2L5>] -+• Byj* 

conserve le meme signe, quelles que soient les valeurs dc ^, y). Ecrivons 

cette expression sous la forme 



0-x")'*("-i>'^ 



11 est clair que la condition sera remplie si les coefficients A, B — ^ 

A 

sent dc mdme signe; et d'autre part, comme on pcut choisir ^, y? de 

maniere a annulcr k volont^ Tun des deux termes, Texpression pourrait 

changer de signe si ces deux coefficients n*avaient pas le m^me signe. II 

faut done, et il suffil^ que Ton ail AB — L*> o, ou que f expression 

d«F d^F / d*F \* 
dx* dy* \dxdyj 

pour X =: Xo, y = yo^ soit positive; ce qui exige^ tout d'abord, que A et B 
soient de m6me signe, et diff^rents de zero. 

Cette condition remplie, le signe de d*F sera le m^me que celui de A ; si 
A < o, F (xo, yo) sera un maximum de la fonction; si A > o, F(Xo,yo) sera 
un minimum. 

Si Ton avait k la fois 

A = o, B = o, L = o, 

d*F etant nul pour x=aXo, y =» yoy il faudrait pour qu^il y cut maximum 
ou minimum (106) que d^F fut nul aussi^ quels que soient ^,yi, c*est-ft-dlre 
que les quatre d^rivdes particlles du 3°*« ordre de la fonction s*evanouis- 
scnt ; puis que d^F rest^t constamment de m^me signe pour toutcs les 
valeurs possibles de ^, yi, et ce signe ferait connattrc s'il s*agit d'un maxi- 
mum ou d'un minimum. Et ainsi de suite. 
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lis. Ces principes s^appliquent k des fonctions d'un nombre quel- 
conque de variables ind^pcndantes. Soit F {x, y, z) une fonclion de trois 
variables; pour qu'elle devienne maximum ou minimum pouTX = Xof 
y'='yo9 z = Zof il faut que sa difFdrcntielle totale dF s'anaule, pour ces 
valeurs des variables, quels que soicnt dx, dy, dz; ce qui conduit aux 
equations 

dx ' dy ^ dz ' 

Sa diff^rentiellc totalc du second ordre d^F se rdduit alors, en posant 

dx =3 $, dy^^ yj, dz == 5, 

dx*"'"' rfy'"" ' dz*'^^' d^^^' d^~^' l^z~^' 
k la forme suivante : 

et il faut qu^elle ait un signe invariable, quelques valeurs qu*on attribue 
k\yr\^^. Mais on peut I'ecrire ainsi : 

ou encore, en posant 

et operant comme ci-dessus (119), 

ou enfin, en posant 

B' — — — A" 

d*F = A A -+- ^ yj 4. ^ ?Y+ A' ('yj ^ i)' ?Y^ A"?«. 

La condition ndcessaire et sufiisante pour que c(*F ne change pns de 
signe, quels que soient ^, /?, ^, est que A, A', A" soient de mdme signe, 
ou que Ton ait 

AB -^ L»> o, (AB — L«) (AC — M«) — (AN — LM)«> o. 
On verifiera done si les d^riv<^es parfielles du second ordre de la fonc- 
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tion F satisfont, pour x =» Xo, y = yo» etc., k ces conditions, auquel cas 
F (opo* yoy^o) sera un maximum si A < o, un minimum si A <0. 

II est visible que la m^thode s'^tend k une fonction d'un nombre quel- 
conque de variables. 

Nous avons laiss^ de cdt^, bien entendu, les maxima qui co'incideroient 
avec des solutions de continuity de la fonction ou de ses d^riv^es partielles. 

Quant k la verification du maximum oa du minimum par I'examen de 
d^Fy on peut souvent y supplier par des considerations parliculiires tiroes 
de la nature du problime. 

114. — Fancttons implicites. Nous aborderons immediatement un cas 
general, qui comprend les divers probl^mes que Ton peut se poser sur 
les maxima et minima des fonctions implicites de plusieurs variables. Soit 
a chercher les maxima ou minima dUine fonction f{Xyyy..»^u) de m varia- 
bles, li^es entr'elles par k Equations 

9«(*>yv.., t*) = o, 
cpt(x, y,..., ti) = o, 



(p*(x, y,..., ti) = o, 

en sorte que f depend de m — k variables ind^pendantes. D 'a pros la 
tb^orie cxpos^e pr^c^demment, tout syst^me de valours de ces variables 
qui rend la fonction /"un maximum ou un minimum, satisfait k T^quation 
df= o. D'autre part, les relations 91 = o, 91 = o,... qui ont lieu pour 
toutes les valeurs des variables, entrainent les Equations d(^i «=ao, 
d^ =s o, etc... On devra done poser, pour qu*il y ait maximum ou mini- 
mum de la fonction /"(x, y,..., ^)> 

df. df. df. 

dx dy ^ du ' 

-j-dx -♦--r-of/ -♦-••• -+- -y- au ■=» o, 
dx dy •' du 

rfqp* , d(£>k , dok J 

~- ax -♦- j^ ay -♦- • •• -h -y—du = o. 

dx dy "^ du 

Eiilrc ces & + I Equations, on eliminera les k difTercnliclles des varia- 
tions ti..., que Ton regarde comme fonciions des m — & variables inde- 
pcndantes x, yv9 et Tequation resultante 

Pdx -+- Qrfy H- ... = o, 
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devant avoir liea pour toutes les valours possibles des diff^roDtielles dx, 
dy ,...<, se d^composera comme ilsuit : 

P = o> Q = o,... 

Ges m — k Equations, jointes aux k Equations 91 sss o, 91 «= o,..., 
devront Atre satisfaites par les systemes de valeurs de x, y,..., u qui 
donnent un maximum ou un minimum de f, et serviront k les determiner. 

Mais reiimination des diff^renticlles se fait d*une maniire plus ^l^ante^ 
et presque toujours plus commode, par la meSthode des multiplicateurs. 
Apr6s avoir multipli^ les Equations d(pi es o, d(p% as o,..., par des facteurs 
ind(Stcrmin6s Xi, Ity ..•» on les ajoute membra k membre avec r^quation 
df'=i o, en ayant soin de grouper les termes affectds du facteur dx, du 
facteur dy, etc... Si Pod dispose ensuite des k inddtermin^es X|, Xi,..., Ik 
de raaniire k faire ^vanouir, dans T^quation r^sultante, les coefficients des 
k diffi^rentielles dipendantes du,..., il faudra alors, comme il vient d'etre 
dit, ^aler k z^ro les coefficients des m — k differcntielles indepetidanies 
dx, dy,...; ce qui revient <Svidemment k ^aler k ziro, quoique pour des 
raisons diiTerentes, les coefficients de toutes les diff^rentielles dx, dy, ..., 
dtf, dans T^quation obtenue par I'addition des premieres. On aura ainsi 
les m Equations 

dx dx dx dx 

df . d©! . d9« . d©* 

dy dy dy dy 



df ^ d9i ^ d9i « d(pk 

du du du * dtf 

Jointes aux k Equations 91 s= o, 91 =& o,. .. elles serviront k determiner 
les k multiplicateurs Xi, Xt,..., X^, et les valeurs des m inconnues x, y,..., 
u, qui rdpondent k la question. 

II restera toujours, d*ailleurs, k verifier par le signe de di/, si les 
valeurs trouv^es pour ces inconnues r^pondent bien k un maximum, ou a 
un minimum, k moins que la nature particuliire de la question ne dis- 
pense de cet examen. 

ttS.hfk th^orie precedenle comprend le cas ou Ton cherche les maxima 
el minima d*une variable liie k plusieurs variables independantes par des 



1 
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equations donates : la fonction /*se r^duit alors k Tune des variables, par 
exemple, k u. 

Elle comprend aussi.le cas^ indiqu^ aa N^ 111, ou toutes les variables 
dependent d'une seule : le nombre k des Equations 91= o. cpt = o,... est 
alors ^al km — 1. 11 n'y a d^ailleurs rien k changer au proedd^. 

Exerctces. 

€. Maxima et minima de la fonction 

F{x, y) = ooB* -»- bxy -♦- cy* -4- dy -+- f a? -4- ^ 

R. II faut que Ton ait 6* — 4ac^o; la fonction est un minimum pour 

3ae — bd zed — be 

6" — 400 6* — 4ac 

». F(«,y)=:«*-*-y* — 2»«-»-4A5y — 2y*. 

R. On trouve x=:o, y = o qui donne un maximum ; x = + {/z^, y = — i^z, 

minimum ; » = — yz, y -= V^Zy minimum. 

S. Soit F (ar, y) = a^o^ — Zfio^ -H «*y — 2ax*y* -♦- «»«y* -*- a*y». La fonction estclle 
masimum ou minimum pour ^r o, y = 0? 

R. On trouve, dans cette hypothec, d^F=o, d'F=6a'<iap*dy ; il n*y a ni max. ni min. 

4. Max. et min. de la fonction cos x cos y cos z, x, y, z etant les trois angles d*un 
triangle. 

R. On trouve x = y = 2, triangle Equilateral, min.; ^ = 09 y = Oy z = 7r, trois 
cotes en ligne droite, max.. 

5. Determiner les axes de la section faite par un plan passant par le centre de Tel- 
lipsoide. 

R. Appelons l, m, n les cosinus directeurs de la normale au plan secant; le probleme 
revient h trouver le maximum et le minimum de la fonction 

r* := »• + y* -»- 2", 

les variables satisfaisant aux Equations 

«■ y" «• 

-=-4-— H — r = i, te-+-«iy -hnz^o. 
a" 0* c" 

La mEthode (i 14) donne les Equations 

X y z 

o c" 

Moltipliant par x^ y, z et ajoutant, il vient 

d*ou 

d'ou 

o«/« 6«m« c*»* __ 
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Celte equation donne deux valears poor r*; ce sont evidemment les carres des demi- 
axes de la section. On trouve ensuite 



^1 



— |^(r« — ay **■ (r« — b*)* *^ (r« - ci)« J 



ce qui achive de determiner le point («,y,i^), auqael aboutit la direction da rayon maxi- 
mum on minimum. 
•. R<boodre le mtoe problime pour la surface dont Pequation est 

(»•-♦- y« -*-«•)■ = o«»» ^ 6»y« -4- c«;»*. 

/• HI* n« 

r" — o" r" — br r* — c' 

f . Partager an nombre donn^ a en trois parties «, y, z, telles que /= af^sf soil 
un maximum \mfn,p sont entiers et positifs. 



Ill n j9 ffi-Hii-4-|> 

nuue. 



*/'= - /(j -^ + p «»»• + 5 -to*) < o. 



9. Par an point donn^ {a, b, c) mener un plan qui fasse, avec les plans coordonnes 
rectangulaires, le letraMre de plus petit volume V. 
R. Soit 

/(« — o) -*- fii(y — 6) -4- »(« — c) = o 

P^uation du plan cbercb^ \ on aura 

I (to -♦- m6 -+- nc)* 

6 Imn 

les variables /, m, n satisfaisant k Tequation 



On trouve 



i «» n I V 9 ju 



(0 (0 0) V^"*"^"*"? 



la plan chercbe est parallele au plan passant par les projections du point (a, 6, c) sur 
les axes. 

•. Par le point (a, 6, c) mener un plan tel, que la diagonale S du parallclipipcde 
conslruit sur les portions d*axes interceptdes, soit un minimum. 

R. On trouve 

«■' ^"^ ^"* |/a-t + 6-Uc-» 
La question ne comporte pas de maximum. 
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«•. Quel est le triangle sphcrique de moindre perimMre, parmi ceux qui ont une 
surface donn^e ? 

R. Soieat x,y,zles cdHs do triangle, 2p son perimitre ; 

2p = « + y + ;e; tg-tg^- tg ^^ ^tg^- z=zcorut. 

2 2 2 2 

On trouve 

x = yz=z^ 

le triangle est equilateral. 



CHAPITKE Xn. 

FORMULE DE TAYLOR POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 

116. Soient d'abord F(x, y) une fonction de deux variables; h, k des 
accroissements quelconques donnas a ces variables : il s*agit de ddvelopper 
F(x + A, y + A) en s6rie proc^dant suivant les puissances ascendantes de 
h et de k. 

Pour cela, soil t une nouvelle variable ; posant 

u = x -^ ht, V = y -♦- Arf , cp (e) = F (ti, v) = F (ac -f- Af , y -♦- kt)^ 

nous d^velopperons o{t) suivant les puissances ascendantes t par la for- 
mule de Maclaurin, puis nous ferons f «» 1 dans le d^veloppement. Nous 
avons 

(i) 9(0 = 9(o) + ¥ (o) -^ t!: ?" (o) -^ ••• -*- ,//J T^ ^""' (^^ "^ ^"^ 

I •2 I»2"'^H — Ij 

et il faut caleuler les coefficients 9(0)^ 9'(o),... Gomme x» y, h, k sont 
ind^pendants dc (, nous aurons 

du s= Adf , rfu = Adf , (Pu = 0, rf*i? = o, . • • 
et 

d"9 (0 « d»F (u, v) 

s'obtiendra en d^veloppant la diiTerentielle »•**• de F(ti, v) dans Thypo- 
thise ou duy dv sont constants (69). On pent mdme prendre df = i, ce 
qui donne 

du = A, do = k, 9* (0 = d"9 (f) = d"F (m, i?), 

poiiri7u qfu*on ait soin^ dans le developpement de d"F (ti, (?), cfe remplacer 
du par h et dv par k. 
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Observons d'ailleurs que F()tfy t;) se d^duit de¥{xyy) en rempla^ant 
X et y par u et v, et que, par suite, d*F (t#, v) ou f «(<) s'obti'endra en rem- 
pla^ant, dans rf"F (x, y), x par u, y par », rfx par A et rfy par *. Faisant 
ensuite 1 = 0, pour calculer les coefficients de T^quation (i), u, v se 
r^duisent respectivement i x, y ; done 

r(o)-=d"F(x,y), 
oA clx 8- Ay dy Bs A. De m^me, 6 ^tant compris entre o et i, 

9- {Bt) = — -?^ [rf*F (X, y)],+9Ai, y4^)*, , 



I • 2 ••• n I • 2 ••• H 

les indices signifiant que, dans le d^veloppement de e(**F, on doit rem- 
placer x par x -*- 9A(, y par y + 6kt, 

Substituant ces rdsultats dans I'^quation (i), faisant t'= i,ei observant 
que Ton a 9 (i) =» F(x -f- A, y -h A), on trouve la formule suivante : 

F(x+A, y + *)_F(«,y)+dF(x,y) + ^!^%^+.. 

dr^F (x, u) t 

I • 2 ••• ^/l— — Ij I •2*** It 

oil il est entendu que Ton remplace dx, c^y par A, A, apris le d^veloppe- 
ment des diffdrentielles indiqu^es. 

Gctte formule, reposant sur I'^quation (i), suppose que 9(1), fXOv? 
9''(() soient fonctions continues de ( depuis ( = o jusqu*& f = i ; c*e8t4- 
dire que la fonction F(x, y) et ses diflKrentielles, jusqu'ii Tordre n inclu* 
sivementy soient fonctions continues des variables depuis x jusqu'k x + A, 
depuis y jusqu'a y + A. Si cette condition ne cesse pas d'etre r^alis^e, et 
si le reste R» tend vers z^ro, lorsque n devient infini» la formule (2) donne 
le d^veloppemcnt de F (x h- A, y + A) en s^rie ind^finie suivant les puis- 
sances ascendantes de A et de A. 

117. La formule correspondante au th^orime de Maclaurin se d^duit 
immediatement de T^quation (2)9 en supposant que x, y se rdduisent 
k z^rOy et rempla9ant les lettres A, A par x, y. II vient ainsi 

[ F(x, y)-F(o, 0) + [clF(x, y)]o-^ 7^ [d'F{x, y)]o-H - 

I 1*2 

(3) ! 

en marquant par Tindice o les differenticUes ou x et y doivent eirc sup- 



(4)' 
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pos(^ nuls, et en se rappclant quc^ dans le second membre de T^qualion 
(3), on doit remplacer dx par x et dy par y, apris le d^veloppenicnt des 
diffdrentielles. 

lis. Les formules (2) et (3) sont les plus faciles k retenir e( k appli- 
quer ; on les pr^sente souvent sous une autre forme en developpant les 
diffi^rentielles indiqu^es, ce qui n'ofTre aucune difficult^ d'apres la rela- 
tion (69) : 

d-F (ar, y) -» (d, -»- rf,)«F (x, y). 

Si I'on fait ensuite les changements indiqa^ pour les formules (2) et 
(3), elles deviennent respectivement 

1 . 2. . . (n — I L<lx"-* ^ ' dx^'-^dy rfy— * J 



1.2*<*fl L 



-= — A* -4- nr; — 7T-^ *-♦- ••• -*- J — *^ 

rfar* dac*-*dy dy J»+0a,3h-0* 



■*" i.2...n[^\5i^/e"*"'*^* ^Vrfx*-*rfyA^ '"*** V^r/oJ' 

Dans Tequation (5)^ Findice 9 marque que Ton doit remplacer x par 6x, 
y par 6y, dans les d^rivees qui en sont affecl^es. 

On ddmontrerait, par le mdme procede, des formules analogues pour 
le developpement des fonctions de trois, quatre,... variables. 

Exercices. 

f . Developper x sin y + y sio x suirant les puissances de x et de y. 
R. On a 

[d"(« sin y + y sin x)\ = n sin 7t(dx"^ -*- dy*^) dacdy ; 

on constate sans peine que Rn a pour limite zero, ct Pen obtient 

r «• -H y* a?* + y* x« -f- y* "1 

«8iny + y sinx = ay 2 1 •♦•"* !• 

^ ^ "^ [ 1-2.3 I-2-3.4.5 1. 2-7 J 



h ^ 

etenposant- = tgr, d" arc Ig-sous la forme 
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•. Developper 

arctg 7 

saivant les paissanccs de h et de k, 
L*expres8ion de la differenticlle n**f^ a ^t^ donn^e (ch. VI, ex. K). On en deduil, eo 

y 
posant arc tg - = ti, 

A sin ti — * sin I u -4- - ) A» sin 2« — 2hk sin ( 2u -4- - )-♦-*' sin I »»+7 
y-h* V V .I V V V ^^ 

*'*"'^ («■-»- y")« (»*+yV 

A» sin 3u — 3A»* sin f 314-*-- ]-l-5AA«sin/ 3i«H — " )"" *" «« ( 3* -4- ?^ J 

^ («•-»- y«)" 

Pour reconnaitre si R« tend vers z^ro on met, & I*aide des cxponentielles imagioaires 

h X 

- = tgf>, d-arclg- 
(— i)" I • 2 — (» — I) ( a^^y, 1 "0 «(« — ?)» 

et Ton s*assure que Inexactitude de la serie pnSc^dente suppose seulemeot 

h* -4- ife«^ (X -4- fiA)« -4- (y -4- 8*)«. 

S. Soit F(x, y, 2y..) une fonction bomogene de degr^ m des variables x, y, xr; oq 
a done, a elant quelconque, 

F(aj -4- aaj, y -4- «y, « -4- az, ...) = (i -4- «)* F(aB, y, x ,..,). 

D^veloppant le premier membre suivant les puissances de ax, ay, az,,., par lafor- 
mule (4), et (i+a)* par la formule du bin6me, puis dgalant les coefficients des memcs 
puissances de a dans les deux membres, on trouve 

d? dF d¥ „, . 

«:; — ^y 3 — h;r — •4- — =mF(x,y, 2); 
dx dy dz 

La premiere de ces egalit^ a ete donnee (cbap. Ill, ex. 19). 



LIVRE TROISIEME. ^ 

APPLICATIONS GeOMETRIQUES DU CALCUL DIFFeRENTlEL 



CHAPITEE im. 

TANGENTES ET NORM ALES AUX COURBES PLANES. 
§ 1. GOORDONNI^ES REGTILIGNES. 

119. Od a vu (IS) que la limite de la sdcante, menee par un point 
donne M d'one courbe et par un point infiniment voisin M^ se nommc 
la tangente k la courbe au point M; son coefficient angulaire r est deter- 
mine par rdquation 

Ax ax 

AXfAy 6tAni les accroissements infiniment petits de I'abscisse et de Tor- 
donn^e quand on passe du point M au point M'. 

Soient x, y les coordonn^es rectangulaires ou obliques du point de 
contact M ; S, y} les coordonndes courantes de la tangente; F6quation de 
la tangente au point {x,y) sera 

L*6quation de la courbe fournira Texpression de dy, ou Ton attribuera 
a x,y les valeurs qui convicnnent au point M, et la tangente sera ainsi 
connue. La d^rivf^e de y ayant g^ndralement une valeur diStermin^e et 
unique, il en rcsulte une direction d^termin^e de la tangente en chaque 
pointy ce qui n'exclut pas la possibility, en certains points particuliers, 
d'une tangente multiple ou ind^termin^e. 
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L'^uatioD de la courbe ^lant Ardiaaircmeot sous la forme 

on en deduK 

dx dy ^ 

(irant de Ift la vnletir de dy pour la porter dans I'^quation de la tangcnte, 
on a • 

II suffit done de diff^renlier I'^quation F ^ o, et de remplac«r dx par 
( — X, dy par -ri — y; on aura I'^quation de la langenle k la courbe. 

■M. La nortnale, en un poial d'une courbe, est la perpendiculaireli la 
tangente. Supposons les axes coordonn^s recUnguIaires : le coefficient 

aogulaire de la normale sera , et comme elle passe par le point (r,y}, 

son dqualion sera 

On peut aussi lui donner la forme suivante, en tirant de I'^uaiion 
P(^> y) ■= o rcxprcseion de dx : 

,dF , ,dF 

Si les ases ^laient obliques, I'^untion se compliquernit. 

191. On nomme sous^angente la distance S, du pied P de I'ordonn^ 

aa point T oi^ la tangente coupe I'axedcs 

, x,rette distance ^Untposid'neil drojtCgfie- 

I yaliiMJigauchedupoinlP.L9«ou«-norffiiil« 

I est, dc mdme, la distance S.dupointPnn 

I point N ou la normale coupe I'axe desx. 

I D'apr^ces definitions, on aura les expres- 

' sions de la sous-tangcntc et de la sous-nor- 

male, en grandeur et en signe, en tirant dcs Equations de la tangente et 

de la normale les valeurs de £ — x dans I'hypoth^ »? = o, qui appar- 

ticnl aui points ou ccs droltcs coupenl I'axe des x; on trouvera 



dx „ dv 
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On nomme longueurs de la tangente ct de la normale les porlions de 
ces droites comprises entre le point de contact M, et Taxe des x, Les trian- 
gles rectangles MPT, MPN donnent pour leurs expressions 

oil 



y/lH-i;, N==yy/x-^g 



Ondonnera au radical lesignequiconvient pourobtenirunrdsultat positif. 
Enfin, d^terminons la distance P de Toriginc k la tangente^ ainslque le 
point Mi(xi, yi) oil tombe celte perpendiculaire. L*expression connue de 
la distance de I'origine h une droite dont Tdquation est donnde, conduit 
aux formules 

dF dF 
p^ xdy-^ydx ^ p_^ dx ^ dy 

l/dx* -4- dy* 






Le point (xi, yt) est h la fois sur la tangente> et sur la droite qui a pour 

Equation 

y) dx 

(perpendiculaire k la tangente men^e par Torigine); il est done donn^ 
par les equations 

(y, — y) (ix — (ar, — x) dy = o, 
Xi(ix -f- yidy = o. 

Eliminantx ety entre ces Equations et celle de la courbc donnee, on 
aura Tcquation du lieu gdom^trique du point Mi, ou de la podatre de la 
courbe par rapport au point 0. 

t%%. Appliquons ces formules k quelques exemples : 

I. Ellipse : ^ -f. |!=. i, a« — 5« = c«. 

Hx yjv 
Equation de la tangente : ~ -+- ^ == i . 

li 



2. HyftrboU ■• -j — tj = I) c' ^ o' + 1*. 
Changer simplenicn( &■ en — b' dnns Ics Torinulcs de I'dlipse. 
5. Parabole : y' = zpx. 

Tangente : iiy = p (5 -♦- *). — NornHile : (5 — *)•'-*-{') — y) P = o- 
S, = — — ; S, = p, conslanle; T = (/2X (p -f 2x), N == {/p (p + 21). 

4. Logaritkmique : y = ae~', S, =; := consi. . . . 

5. Cyetoute. — Uii cerclc roule, sam gli»»er, sur uiw droitp ind^- 
fiiiie OX ; un poinl de la circonfentnce du cerclc dccrit la rycloide. L'ori- 

Igine ^lanl ao point 0, ou Ic 
point dccrivnnt coincide avec 
le point dc contnct du cercle 
g<!n^rateiir el dc la droiie fixe, 
Ics Hws OX etOYetant reclan- 
gulaircs, soient C Ic centre, K 
le point de conlaci du cercle dans unc position ([uelconqiie, M le point 
d^crivant, AC=-a, I'angic ACM^^. Abaissant MP, MQ perpendiculaires 
sur OX ct sur Ic dianietrc AB ; observant que, par la condition qui r^it 
le roulemcnt du cercle, la longueur OA est 6gale k Tare de cercle AM, 
nn aura 

OA = aa, AP = MQ = d sin u, AC = a, CQ = a eos a, 
AP lilnnt posilifon ndgalir scion que P est ii gauche ou h droilc de A, CQ 
i^tnnt posiliTou ni^alif seinn que Q est en dessous ou au-dcssus dcC. On 
a, dans cette hypoih^sc, 

I = OP = OA — AP, y = MP = AQ = AC — CQ, 
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on 

X «> a ((«> — sia &>), 

y == a (i — cos «). 
On peut eliminer « et obtenir Tequation dela cycloidc sous la forme 

a — V /— 

a; = a arc cos ^qpK 2oy — y'; 

mais il vaut mieux conserver les coordonnees x, y exprimdes en fonction 
de Tangle variable to. 

La discussion de la courbe n'offre pas de difliculld ; elle se compose. 
Tangle cd variant de o & oo , d'une infinite d'arcades egnles,. contigucs, 
ayant pour base une longueur 27ra ^gale k la circonff rence du cercle gcne- 
rateur, et pour ordonn^e maximum le diametre 2a de ce cercle. On peut 
done se borner k faire varier a> de o k air, ce qui donnera une seule arcade. 

On lire des Equations de fa courbe 

dx=aa{i — cos w) dcd^ dy = a sin wdw, 
dji sin » « dv . 

ax 1 — cos G) "^ dx 

done la normale MA passe par le point de contact du cercle generateur^ 
et la tangente est MB. 

Exercices. 

f . Sous-tangente de la courbe qui a pour equation 

x=ze ' ou y = 



I-*- Lap 



^ g* a;(i-4-l.a?) 

« — y 1.0? 

t. Hesurer la portion de la tangente a la courbe 

111 

05' -I- y' = o' 

comprise cntre les axes. R. Gette longueur est a. 

t. Trois droites fixes ^tant donnees par leurs equations a; cos oe + y sin dc — 5 = o, 
2 cos ^ -4- y sin ^ — d' = o, 9 cos y + y sin y — d'' = o, les distances p, q, r d*un point 
quelconque du plan k ces trois droites rcspectivemcnt, sont representees par les premiers 
membres de ces equations, ou (x, y) designent alors les coordonnees du point. Toute 

courbe peut etre repr^entee par une equation entrc les rapports - 1 - des distances d'un 

f* r 

point quelconque de cette courbe, aux droites fixes ; ou bien par une equation homoghne 
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entre ccs distances. Trouver requation dc la tangpnte dans ec systeroe de eoordonnces 
trilini^aircs? 

R. Concevons que Ton mette pour p, 9, r leurs valcurs en (a?, y) dans T^aalion de 
la courbe ; Tequation de la langcnte sera 

el Ton a 

df df df ^ df df df . 

d*oii Ton tire pour I'^quation dc la tangenlc 

df df df 

(CcoSK-t-nsina) -—-♦-(? cos /J -♦- n sin /9) -r- -4-«" = (dPCOSa-4-ysin a)-^-| — 

^^JL^.^^-.^ .^^ 

Pr=(COSa-t-«|Sina — a, Q a. ^ COS /9 -♦- ij sin ^ — J', R = |COSyH-«7Sin7— 0", 

Ics coordonndes trilin<Saires d'an point qnelconque ((, m) de la tangente, on troure 

P^ 0^ R^— ^ tL K. 
dp dq dr ^ dp dq dr 

Mais le second membre se rdduit, d*apr^s la propriete des fonctions homog&nes, a 

mfiPf 9» ^) qui c'^ >)ul ; done, Tequation de la tangente cherchec est 

«rf^ r.df ^df 

4. Mener la normale ft la podaire d'une courbe donuce. 
R. Les equations da N« i • i 

(yi — y)d« — (», — aj)dy = o, «|(ir + y|dy = o, 
donnent par differentiation 

dyjcte — djp,dy = (x, — x) d^y, dx^dx -+- dyfdy ■= — yid*y, 

d*ou 

d«i dy^ 



y^zy^ 2*, —a? 
L*equation de la normale h la courbe, lieu du point {x^^ y,), devient par la substitu- 
tion dc la valeur de dx^ 



droite passe par le point f - » ^\ milieu du rayon men^ de Torigine au point M 



de la courbe primitive, 
ft. Trouver la podaire de la courbe qui a pour equation 



par rapport k Porigine, 
R. L*^quation de la podaire est 



{i)-^(tf-- 



(a*,)'--' -*. {by,)'--' = («! -4- y?)^. 
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2 

Dans le cas de la courbe dc rexciuple 2, a = 6 ct m = - : on a done 

3 



Dans rbyperbole equilatcre, 6=:a|/ — i, 111 = 2; fa podaire de cette courbe, par 
rapport k sou centre, a done pour equation 

(ojj +y«)«-*-a*(y} — arl) = o; 
cette courbe est la lemniscate de Bernoulli. 

•. Si d'uQ point M on in^ne des normales MN, MN' a deux courbcs donn^es, et si 
Ton assujettit la sommc MN+BIN' a rester constante, le lieu du point M est unc courbe 
dont la normale sera la bissectrice de Tangle des normales MN, MN'. 

R. Soieiit MN = /^ MN' = r. L'equatiou / + /' = const, donne d/ -4- <//' s o ; 
]es distances /, T s*exprimant au moyen des coordonn^ des points M, N, N'9 la rela- 
tion precedente, simplifiee par Tequation du N^ i to, conduit au theoreme dnonce. 

9. Etant donnee la tangente MT en un point M de la courbe y = /'(x), on construit 
la courbe (C), lieu des milieux des cordes MiM, paralleles aMT. Trouver le coefficient 
anguiaire r' de la tangente en M k la courbe (C). 

R. Soient M(af, y), M|(aB|, yi), Ma(xj,y,); a;i=a;-4-/ii, »,=«-♦- A,. On a 

Pi — y» ^.. , i:^ yi-*-y« — gy 

=T = r(a;), rssrnm ■» 

x^ — a?, a;|-h«s — Zr 

Aj, A, etant infin. petits. Developpant y^y^ suivant les puissances dc /»i, /i« par la 
formule de Taylor jusqu*aux termes du 3* ordre, liraut de la premiere equation la 
valcui de Aj + A, et la portant dans la seconde, on trouve 

3 /"(*)• 



r' = n^) 



nx) 



§ !2. COORDONNE^S POLAIRES. 

19S. Pour determiner la tangente en un point M d'une courbe, 
rapportee h des coordonndes polaires, soient le p61e, OX Taxc 
polaire ; «== XOM, r = OM les coordonnees du point M ; et 

Fequation de la courbe. L'angle fx^que fait la direction MF de la tangente, 

prise du cdte oil 6 augmente, avec la direction OM prolongee, sulfit pour 

determiner la tangente. 

Soient r+Ar, 9+A9 les coordonnees d'un point M' infiniment vgisin 

dc M; menons la secantc MM', le rayon OM', MK perpendiculaire 

sur 0M\ Le (triangle rectangle MKM' donne 

MK 
tg MM'K « -^^ . 
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L'angic MM'K b pour liraite Tangle p; d'tutre part, on a, en negligeanl 
lies infiniment pclits d'ordre sup^rieur a A9 (n" 98 et »•), 

MK = r sin A9 = rA9, M'K. = OM' — OK ■= OM' — OM =^ Ar, 
done 



Tirnnl dc I'cquaiion dc la courbe r, dr, en fonetlon de fl, d0, on aura 
rinclinaison de In langente sur le rayon 
vecleur cu un point queleonque de li 
courbe. 

On nppelle sotis-tangente et sous-uormalt 
potaires, les distances comprises, sur une 
pcrpcndiculaire au rnyon vecleur menee 
par le pdic, cnire Ic pAle ci les painu T, N 
respective 0)6 nt, oii la langente et la nor- 
male coiipcntcL'ttc perpcndiculaire. Les lon- 
gueurs MT, MN sont cclles de )a tangenU et 
dc lo nonnale polairta. Les triangles rectangles MOT, M0>' donnent 

riO dr 

rigf. = .-'-^-, ON=S. = reolfx=^. 



OT == S, = r 



dr 



rf9 



= /r^ 



■-'•VA^S' MN = N = ^ 



Onobservern, pouriag((n<!rHlitedeccs rorinuk'S,quc les longueurs S,ct 
S. sont positives, loi'sque 1ft roUlion de OM vers OT est de sens oppose au 
sens oii nugmente, et negatives dans le eas conU-airc. 

La {>cr|>endiculaire 0H<, abaiss^e da pAle sur la Ungcnte, a pour 
expression 



/dr»H 



r'dG' 



Si Ton d^igne par n, 0| les coordonn^es du point Mi, I'cquaiion dc 
la podaire de la courbe donnee, par rapporl au pdle 0, s'obiiendia en 
i-liminnnt r, et fji entre requalion de la courbe el les equations 

i-i=rsin(ji, — 0,=-— I/, ig." = '"-7-:- 
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Exercices. 



# . SpinUe dPArehimide : r=. a6« 



l/a« -*- r* 



a 
9. SpirdU hyperbolique : ^ =^ r ' 



tg/i = — e = — -; Si= — a=:c<WMf., S« = , T = |/a»-4-r*. 

r a 

S. SpiraU logariUimiqut : r = ae"^. 

I f 

t(;/K= — / la courbe coupe le rayon vecteur sous un angle conslanl; Si^ — i 
m fra 

S» = mr, d'ou -^ = m*. 

T = -|/n-m*, N = r |/i -4- m«, P = 



L*equation dc la podalre est 
oj designaut la quantite conslanlc 



Les points T, N, M, decrivent done dcs spirales 8e$nblables a la proposec. 
4. Cardioide .* r s: 2a (i -4- cos 0). 

, fr-4- 9 
tg/& = — Got~> d*ou /I =: ) ce qui donne une construction facile de la tangentc. 



S, = — rcot-, S»s: — 2asinO, T=s r, N= -• 

sin - cos - 

2 z 

L^equation de la podaire est 

r, :=4aC0s'-^* 
3 

*. VhyperMe ^quUaiere : r* cos 20 = o*. 

tg /ui = cot 20, /t =: 20 ± f;r ^, 

2 

Taxc polaire est egalement incline sur le rayon vecteur et sur la normalc a la courbe. 
Pour trouper la podaire par rapport au pole, on a 

a* 
r1 =z r* sin* a = rcos" 20 «= o" cos 20, 0i =: — ^ fT^i 

cos 20 

d'uu 

r} = a'cos20|. 

Cetlc courbe est la UmnUcate de Befnottili. 
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Si on lui ipplique \es rormules geucrales, on Erouve 

lg;i^ — cot 36,, fi^-+ 261, 

ce qui donne le inoyen de construire focilcmenl la tangente. 
•. La divetoppanla du cvnlt. — Celte courlie le eooslruit en porUnt lur In Ungent* 
*u cercle, k partir du point de cootacl R, une longusar RH 
^■le i I'lrc de cercle com pte d'uDG origine fixe A jusqu'iu 
point de coiiliel. 

Designons par u Tangle AOR ; par (r, i) lea coordonaees 
dj point M ; les Equations dc I0 developpaule xcroDt 
.'=«'(l + "'), fl = ».-arcrg«. 
On irouve 

lg/. = B = lg(<.j-6), 
ce qui fait voir que la laiigcnte i la conrbc est parallele an rayon 01), et que la uomule 



CHAPITBE XIV. 

THfiORIE DES ASYMPTOTES. 

134. Onappelle a*ym^lo(e d'unc brsncbe dc courbe inGnic uncdroilc 
Idle, que la distance & cclte dmitc d'un poioi qui s'cloigne ind^Gnitucnt 
sui- la braiichc de courbc, a pour limite z^ro. On considire aussi dcs 
asymploles curviljgncs donl nous nc pnrlerons pas ici. 

Si la branche infinie admet une asymptote iion pnrallete A I'axc des y, 
r^usiion de celte droiie sera dc la forme 
y=kx+ I; 
cl comme ta dilTerencc entre les ofdonn^es de la courbc e( de rasymp- 
tote, pour un m^mc x, o pour limite z<^ru lorsque le point M s'efoignc 
li I'infini, en vertu de la ddtinilion ci-dessus, il s'ensuit que ''Equation de 
la branche inllnie doit pouvoir dtre misc sous In forme 

y = An- ( + V, 
V designaul une foncllon de x qui lend vers z^ro, x croissant indcftnimenl. 

On a done 
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et par suite, x croissant indefinimcnt, 

X 

Puis, en vertu de la m^mc Equation, 

y — fcx = / -4- V, lim (y — kx) = f , 

y deyenant nul pour x infini; les ^alenrs de y : x et de y — kx tiroes de 

r^quation de la branche infinie, donneront done, h la limite, les coefE- 

cients k el I, et par suite r^quation de Tasymptote. 

Reciproquementy si Tdquation dc la branche infinie conduit, par ce 

calcul, h des valeurs d<^terniindes et finies de k e( /, la branche a une 

asymptote 

yz=zkx-¥ L 

En eifet, les coordonndes x et y dc la branche infinie sntisfont a la con- 
dition lim. {y — kx) = /, d^ou 

y — kx = l -^Vy 

V tendant vers zdro lorsque x devient infini; done Tdquation dc cette 
branche pent ^tre mise sous la forme 

y = Ax -+- Z -*- V, 

ce qui montre que la courbe s'approche inddfiniment dc la droilc qui a 
pour equation y =i kx h- L 

II faut observer que la branche infinie pent s*dtendre vers les x posilifs 
ou vers les x ndgatifs, et que, pour trouver Tasymptote, il faudra, dans ic 
premier cas, faire x = -+- oo ; dans Ic second, faire x = — oo . 

195. La mdthode precddentc ne s'applique pas aux asymptotes paral- 
leles h Taxe des y; mais comme Fordonnde de la branche infinie doit ici 
croltre inddfiniment, k mesure que la courbe se rapproche de son asymp- 
tote, il est clair que, si x = a est I'equation de cette droite, y deviendra 
infini lorsque x tendra vers la limite a. On trouvera done ces asymptotes 
en cherchant les valeurs de x qui rendent y infini dans Tdquation de la 
courbe. 

196. Si rdquation de la courbe est algdbrique, on y fera y = uXy 
et Ton divisera toute Tdquation par la plus haute puissance de x qu*elie 
renferme alors, ce qui donncra un resultat de la forme 

(0 f{u) -♦- Vi ('0 -*- ~ /i (u) + . . . = o. 
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Lc rapport y :x on u tendant vgi*s une limite finic k quand x devienl 
infiniy on a 

limf{u)=fik) = o, 

el les racines r^elies de cettc equation feront connaitre les valours de k qui 
repondent aux asymptotes. On posera ensuitc, dans I'^quation (i), 

. t 
u=^k -*- - > 

X 

el Ton d^veloppera /*(m), /'i(i/),... suiyant les puissances ascendanles dc 
f :x par la formule de Taylor. Le terme ind^pendant de ce facteur s'annulc 
en raison de Tdquation f(k) = o; multipliant toute T^quation par «, fai- 
sant « = ± 00 , remplacant ^ = y — kx par sa limite /, on obtient une 
Equation qui determine I en fonction de kj et fait connaitre, pour diacune 
des valeurs trouv^es pour &, le coefficient I correspondant. 
Soity comme exemple, la courbe qui a pour Equation 

ary* -i- 5x*y h- 4a;' -*- xy — 9 = 0. 

L'^quation, resolue par rapport & y, donne y &= rb 00 pour x = o ; Taxe 
des y est done une asymptote dans les deux sens. Remplacant y par tuct 
divisant par x', on a 

ti* H- 51* -♦- 4 H -i=3o; 

^ X x' 

les deux derniers termes devenant nuls pour x =» 00 , Tequalion en k sera 

** -I- 5* -I- 4 = o, 

et donnera les valeurs rdelles ifcs= — i, Ar = — 4. 

Remplacant ensuite u par A; + — dans F^quation ci-dessus, on a 

X 



(*-^iy"^5(*"*^o 



k t 9 
^ X x* x' 



et en supprimant le terme /;* + 5A: -»- 4 qui est nul, puis multipliant par x, 

i^ -^ t 9 

^ XX* 

ou bien, en remplacant chaque terme par sa limite, 

k 
(2A -*- 5) / H- fc = o, / = — 



2k -^ S 



I 4 

On trouvera done, pour A-= — i, i=-; pour A= — 4, /==• — -> ^^^ 



I'on coDcIura enfin que la courbe admct Irois asymptotes qui ont rcspccti- 
vement pour Equations 

I = 0, y = — x + i, f, = _4a!_l. 

Dans Ics courbes (ranscend antes dont I'^qualion ne serait pas r^duelible 
& la forme (i), on proc^dera directement ii la recherche des limites dc u 
et de y — kx. 

197. Consid^rons maintenanl une courbe dont I'^qusljon est donnee 
en coordonn^es polaires, et qui admel une branehe inrmte pourvuc d'une 
■symploie AZ. Abnissons OA perpendiculajre sur AZ, MP perpendiciilftire 
sarOA; la distance AP du point M ii Tasymptole aynnt pour h'milc zei-o 
quand le point M s'^loigne a rinfini sur la 
courbe, on a 

lim OP = /tm(OH sin OMP) = OA, 
et comme OH tend vers I'infini, il faut que 
sinOHPlende vers zdro. La direction du 
rayoHoecleurOU,ilatimite, est done paral- 
lete d I'Mytnptote. 

Soicnt (r, fi) les coordonnees polnires du point M, « Tangle que fnit AZ 
arec I'axe polaire OX, d la distance OA du pAle a rasyniplotc. On aura 
d'abord, r croissant ind^finiment, 

lim 9 = «, 
ce qui fera connaltre la direction de t'asymptute ; cnsuilc, Vanf,]e OMP 
^lant ^al k^ — a, 

S lim [r sin (9 — «)] = lim [r (0 — «)]. 

Connaissant la direction de t'asymptote ct sa distance au pAIe, on saurn 
construirc cette droitc. 
Exemple. L'hyperbole rapporl^e & I'lin dc scs foyers a pour equation 



I — e cos 9 

Les valcurs de fl qui rendcnt r jnfini sont donnifcs par I'^quation 
I — E cos 9 >= o; on a done 
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Lc rapport y : « ou « ten.' 
infini, on a 

et les racines rfelle 
repondent aux a? 







•• 



ci Ton div 
f :xpar' 
en rai? 
sant 



.4^ 



• • 



^.ront 



^^»nto,M,onsaitquc 




done att moyen des iquaUons 




*" _ droites ^alement 



IP 



at deux 



inclinies de part ct d'autre de 



^P" 



Exereiee'S. 
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rtirbe 
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y — o — Unc asymptote : y — 
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CHAPITRE XT. 

ANALYSE DES COURSES PLANES. 
§ 1. DU SENS DB LA CONGA VIT£. 

148. Supposons qu'en iin point M^'iine coiirbc, la tangente ne soil 
pas panll^le k I'axe dcs ordonnecs. Si, daim le Toisinage du point H, la 
courbe est constamment du cdl^ de la tangente ov se irouve la parlic 
ind^fiaie de I'aKc y posiiiru, on dit que la courbe, au point H, toume 
sa eoneaoiti vers Ics y posiiifs. Si, au 
contraire, leg points de la courbe infini- 
ment voisins du point M soni, par rapport 
a la tangente en M, du m^me c&li que 
I'axe des y negatifs, on dit que la courbe 
tourne sa concavity vers les y negatifs. 

Pour fixer lescarnctercs analytiques qui 
distinguent ces deux cas Tun de I'autre, on observe que, dans le pre- 
micr cas, la difference d entre I'ordonnde de la courbe el celle de la tan- 
geate en M est poiitive pour les points infiniment voisins de H, tandis 
qu'elle est negative dans ie second. Or, soienl (x, if) les coordonn^es du 
point H, y^=f{x) I'equalion de la courbe; I'ordonn^e cor respond ante i 
rabscisscx-t-h, h ^tanl infiniment pelit ct de signe quelconque, aura pour 
valour 

J' -/■(« + 4) - /■(!) + hf (.) -I- ^ r (' + «*)• 



— 174 — 
L'^quation de la bingente en H 

donnc, pour rordonn^e de cetle langenle qui r^pand & ^ = x •!- A, 

n-Z-W + VM. 

done 

Si f"{x) n'est pas nul, /"(« ■+■ 6A) sen de mime signe que f"{x) k cause 
de la conlinuit^, et comme h* es( positif, 1c sigiie de i, quel que soil 
le sif;ne de A, sera eclui de f*'(x). La eourbe tourtu done »a concaviti ver$ 
lei y posilifs ou oen Us y nigatifi, en un point donni, ttlon que la 

dirioie -y^a le aigne ■+■ ou le aiyne — en ee point. 

199. Si 9 changcnit de signe en m^mc temps que A, ea un point parti- 
culier de la eourbe, la courbc, en ce point, traverserait sa ttfngenic; ce 
serail un point ^inflexion. D'apres ce qui pi^cMc, eela ne peut avoir lieu 
que si /"(x) est nul. On (roHoera done le$ 
points d'infiexion de la eourbe en eher- 
ehant let points dont let coordomtiet veri- 
fient I' equation 

^_ 
dx*~°' 
11 faudrn, toutcrois, que la iinyiti 
troisi^me nc s'annulc pas en ni^me temps, car 9 serait alors de m^me 
sigoc que f"{x) quel que soit le signe de A, et la court>c nc (raverserait 
pagsa tnngcnte; ctatnsi de suite. 

On remarqucra encore que eette tMoHc, s'appuyant sur Ic d<5vcloppc- 
mont de I'ordonn^o de la conrbe par la furmule de Taylor, suppose c|iic 
f{x), f"{x)8nKni des fonctions continues dexdans le voisinagedii point 
(x, y). II pourra done y avoir des points d'infiexion non compris dans 
r^quBiion ci-dessus ; on Ics trouvera en cherchaol les valcurs dc x qui 
rendent infinic la premiere ou la secondc ddriv^e de y, ct en s'assuraiit 
si d'y change dc signe (1VS) lorsque x passe par ces valcurs. 



Ejcercices. 

Points d'inllMian in courbct suifanles : 

■ . y = 32^ — 3(M!'-mOB* — iBoet-t-nut-i-n, 

». y ^siifx, R. tine iaBoito de poiDIi d'inflcjiian qui repondrnt a 

z = Iff, y = o, tg 3! = ± l/a, 
S. ^ — n*j^ + 0^ ^ o. R. Deax paints d'ialleiloa ; 

'"l/g' ""36' ' i/e' " 36' 

*- ay' -4- 40'* ~ 8n* = o. H. Dcui poini* d'ionexion : 
*. «*-(-y*^(i'. R. Deui poiuts d'iDnexion ; 

a. y = a-i-±^. R. »=:a, y=sa cit un poini O'liiHixion oix Ton 
d'y 



r-o, 



rfx" 



§ 3. DBS POINTS SINGI!LIERS. 

!>•. On nomme points tingulitrs ceux oA la courbc prcscnlc qucliinc 
pBrticulni-itd qui distiitgue ces poinls de tous les auires. 

G^nMlement, la coiirbe admet en diaque point, Id que M, unc Inngcnlc 
unique, ct les deux arcs qui pirlent Ju point M soni du mcnic cdi^ de la 
tangente, mnis de part et d'autre dc la 
normale en M, snuf quand le point M 
est UQ poinl d'infleiion, car alors la 
courbe traverse sa tangenlc. 

Un point conjugui est un point isol^ 
doDt les coordonn^ v^rificnt I'^qualion 
dc la courbe; un point muttipU (Ij est 
cclui ou sc cmiscnt deux ou plusieurs branches de la courbe, qui n'ont 
pas g^n^ralcmeiit m^mc langcnte en ce point; un point ou s'arr^tcnt 
dem branches de courbe et ou dies ont m^me tnngcntc, se nomme un 
point de rebroiisaement : il csl de premtire ou dc seconde espicc selon 
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que les deux braoches nc sont pas, ou sont du m^me c6ti de la tangenlc 
commune (II, HI). 

Un point Bailtaitl (IV) est celui ou s'arr^lent deux branches de courbe 
qui D'ont pas mSme tangente. 

En6n, lorsqu'une brnnchc de courbe simple se (ermine brasquemeut 
en un point, celui-ci est un point d'arrit. 

Nous allons cxposer une m^thode pour discuter la nature de la eourbe 
dans le Toisiuflfje d'un point donnd: cette m^thode nous eonduira k ua 
th^or^me g^n^ral, qui Tournit ud caractdre precis pour reconnaiire 
I'cxistence des points singuliers; die nous servira eusuiie !i disculcr 
completenent I'esp^ce de ces points. 

1S1. Soil P(x, y) = o Equation d'une courbe rapporl^e & des axes 
rcctangulaires; H un point de cette courbe; a ct & ses coordonn^es; 
x^a+A, y=&-»-Jtcellesd'un point quelconque M'du plan, in/Iniment 
voisin du point M. Nous supposons que Ics ronctions 

^(^'^'' di' Ty 
soient continues par rapport a z et Ei y dans le voisinage des valeurs x^a, 
u^b, c'est-i-dirc dans le voisinage du point M. Nous avons done 

F(x,«) = F(a -.- A, 6 + A)- F(a, 6) + /^^A-4-^A 

d'apres Ic thiorcme dc Taylor. 
Mais F(a, 6) est nul ; dc plus, OA, Bk ^(ant inRniment petits, les valeurs 

de-T- et 3— qui sc rapporlenl k r -= a + 6A, 1/ = 6 -i- 6A, different infi- 
rfx dtj 

niment pen, k cause de la conliniiile, des 
\aleurs qui se rapportenl i X = a, y i=9 6, 

rfF rfF 
I et que nous designerons par -j- > -^ • 

Done 

n, r,' ctant infiniment pettls. 
Du centre M, avec un rayon infinimenl 
petit p, dcerivons un ccrcic; Ic point H' ctant sur cc ccrcic, nous aurons 
A = pcose, A^psinO, 
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9 desigaant Tangle que fait le rayon MM' aree MX' parallele agOX. 
DelcrminonSy en outre, une quantity H, et un angle a compris entre 
et TT, qui satisfassent aux Equations 



dF dF 

-7-= — H sin a, -77- = H cos a, 

da do 



ce qui donne 



H-vW^'' ■-- 



dF 
da 



dF 



Inequation d-dessus prendra la forme 

F (a;, y) = p [H sin (9 — ol) -\- w], 

0) ^tant la quantity infiniment petite y) cos 9 + r/ sin 9. 

Gela pos^, suiTons les variations de la fonction F(x, y) lorsque le point 
M'(x, y) parcourt la circonference du petit cercle, pour connaitre les 
points ou F s'^vanouit ; ceux-lk seulement apparticnnent k la courbc. 

Nous supposerons d'abord H different de zero, ce qui aura lieu si 

-j-^y tl ^^ so"^ P^s ^^^^ ^^ ^^ ^^^^9 divisant par pH, nous aurons 
da do * 

expression qui ne peut s^annuler, dn etant infiniment petit, que pour des 
valeurs infiniment pctites de sin (9 — a), c'est-4i-dire pour des valeurs de 
qui different infiniment peu de a ou de a + n, Menons par le point M 
la droite AAi, faisant avec MX' Tangle X'MA = a determine ci-dessus; 
les points, sur la circonference, qui appartiennent k la courbe, ne peuvent 
done se trouver que dans le voisinage de A et de Ai . D'ailleurs, soit e un 
angle choisi aussi petit qu'on le veut, mais independant de p; lorsquc 9 
varie depuis a — e jusqu*a a + e, sin (9 — a) passe du negatif au positif, 

et comme -- est infiniment petit avec p, —F{x, y) a le m^me signc 

(SS, V) que sin (9 — a), et passe aussi du ndgatif au positif. Ok*, cette 
fonction continue de Tangle 9 ne peut changer de signe sans s'annuler; 
il y a done un point de la courbe sur Tare compris entre les limites 
6 =s a — e, 9 =3 a -f- e ; et, par la m^me raison, il y en a un sui* Tare 
compris entre 9 = aH-7r — eet9 = a-*-7r-*-e. 

Chacun de ces arcs, d'ailleurs, Jie renferme qu'un seul\ point, car, si 

13 
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la fflnction F (x, y) s'annulait deux fois dans rinlcrvallc de 6 ^ a — e a 
6 = a + e, sa di^rivee par rapport k 0, savoir 

d?{x,y) rfF . - rfF - / rfF . - dF . A 

== pH cos (G — a) ^ -- 5 

(&)' ^tanl infinimcnt petit)^ s'annulerait dans le m^me iDtcrvalle (97), car 
elle est (Svidpiniiioiu une fonction continue de Tangle 6. Or c'cst ce qui 
est impossible^ puisque cos (0 — a) diffi&re tres-peu de Funil^, tandis que 

-- est infiniment petit. Le mime raisonnemeni s'applique k rinterralle 

a H- TT ± e, cos (S — a) ^tant tres-voisin de — i. 

La courbe est done couple par la circonfdrence de rayon p, en deux 
points seulement, Tun qui est inGniment voisin du point A, Tautre qui est 
infiniment voiain du point Ai ; cette conclusion subsistant pour des Taleurs 
inddfiniment dccroissantes de p, la suite de ces points forme (Svidemment 
une simple ligne continue, tangcnte en M & la droite AA|. De \k rdsulte 
ce thdoreme, important pour la representation analytique des courbes : 

Si I'iqualion F (x, y) = o est salisfaite par un sysUme de valeurs 
X ■== a, y =» 6, dans le voisinage desqvelles la fonction F et ses derives 
partielles du premier ordre sont continues par rapport dxetdy; ar, de 
phtSy ces deux derivees ne s'annulent pas simultanement pour x = ay 
y=^by la courbe^ lieu geomitrique de Vequaiion F (x, y) = o, presente 
dans le voisinage du point {a, b) une ligne simple y continue j ayant une 
seule tangente en ce point, 

1S9. L*equation de cette tangente AAi, qui fait avcc OX Tangle a 

determine par Tdquation 

dF 

da 
*« = --^' 

db 

est 6videmmcnt 

ce qui nous ramcne, par une autre voie, a Tequation connue dc la 
tangente. 

Pour reconnaitre de quel cAlc de sa tangente la courbe est silucc en M, 
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il suffira de chcrcher le signe dc F («, y) en A el on A| ; sin (0 — a) ctant 
nul en ces points, ce signe sera celui dc la quantity 6>. En ddveloppant 
Texpression de co par la formule de Taylor, on troUyerait une regie qui 
ne differe pas, au fond, de celle que nous avons donnde plus haul pour 
determiner le sens de la concaTitd d*une courbe. 

ISS. II rdsulte du th^oreme precedent que le point (a, 6), qui satisfait 
anx conditions ^noncees, ne pent dtrc un des points singuliers d^finis au 
n* ISO, et si nous faisons abstraction des points d^inflexion, nous 
pourrons enonccr le theorSme suivant : 

Pour qu'un point de la courbe qui a pour equation F (x, j^) =» o soit un 
point singulier^ il fauty ou bien que ses coordonnees rendent discontinue 

I'une des functions F (x, y)y -r y -^l ou bien qu'elles satisfassent a la 

fois aux trois Equations 

Dans une courbe algdbrique, F (x, y) est une fonction rationnellc ct 
entiere de x ct de y : la premiere hypothise ne peut se r^aliser. La 
seconde donncra done seule tons les points singuliers. 

Admettons que le point (a, 6) satisfasse k ces trois equations, et que 
Ton ait 

F(a,6) = o, ^ = 0, ^«o, H=:o; 

proposons-nous de discuter compl^tement la nature de ce point singulier. 
Pour cela, admettant la continuity des ddrivdes partieilcs succcssivcs dont 
on fait usage, on ddveloppera F (a + A, 6 + A;) par la formule de Taylor 
jusqu*aux termes d*un certain ordre ; supprimant les termes qui s*annulent 
en vertu des conditions ci~dessus, et rempla^ant h par p cos 6, k par p sin 9, 
on trouvera evidemment un rdsultatde la forme 

F (X, y) = F (o -H A, 6 4- ifc) « pY(9) -4- pY. (9) -4- ..., 

f{^)* fi (6)v d&ignant des fonctions entieres de sin 9, cos 9. On suivra 
ensuitc, sur la circonfdrence du petit cercle de rayon p, les variations de 
la fonction F (x, y), afin de trouver les points ou elle s'evanouit, points 
qui appartiennent k la courbe. Cette discussion, analogue k celle que nous 
avons faite plus haut, repose sur ce que les termes du d^veloppement de 
F (x, y) sent ordonnds suivant les puissances de Tinfiniment petit p. 
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Nous a lions appliquer cc procedc a des exemples particnliers, ce qui 
sera pins clairetaussi instmctif qu'une thdorie g^n^rale; nons remar- 
querons senlemeni que, si Tequation de la conrbe est rationnelle ct 
entiire en x et en y^ au lieu d'appliquer la formnle de Taylor, il sera 
plus simple de substituer directement dans I'equation 

X = a + p cos 9, ye=^b-^psiaBy 

de supprimer les termes nuls, et d'ordonner ceux qui restent suivant les 
puissances ascendantes de p. On formera ainsi immediatement Fexpression 

1S4. Exempte I. — Soit 

F (x, y)s=y* -i- a*x* — x* = o 
I'cquntion dc la roarbe. On trouve 

^ = 2(a'-2X»)x, ^=ay, 

Ct les conditions qui caracterisent un point singulier conduisent au systeme 
unique 

L'origine seule peut Itre un point singulier. Faisons done, dans I'equation 
dc la courbe, x = p cos 0, y = p sin 6, divisons par p' ; il vient 

(sin' B -^ a* cos* S) — p* cos**9 «= o. 
Inequation 

/•(G) c= sin« 9 -^d^ cos* 9 = o 

'n*est satisfaite pour aucune valeur rdelle de 6; f{Q) est done constam- 
ment > o, et comme p* cos^6 est infininient petit, I'equation F (x, y) = o 
ne peut dtre verifide en aucun point de la circonfirencc du petit cercle. 
La courbe n'a done aucun point dans le voisinage de Torigine des coor- 
donndes; Torigine est un point conjugu4. 

On voit clairement qu'il en sera de meme toutes les fois que I'equation 
/*(9) =s o n'aiira pas de racines reellcs. 

ISft. Exemple II. — Soit F (x, y) = y* — x« -♦- x* = o. 

Egalant h zdro les ddrivees partielles de F (x, y), on trouve pour les 
equations d'un point singulier 

y = o, x(2x* — i) = o, x*(x*— i) = o, 
equations auxquellcs satisfait le systeme unique 
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qui repr^nle encore I'originc. DecrivanlleccrcleinriDimcnt petit aiilour 
de n point, rempla<;nnl, dans Tctiuation de la courbe, xvt t/ parp cos 6, 
p sio 0, divisaat par p*, on trouvc 



/■(9) = sin' 9 — cos* e = — cos 29 = o 
est satisraite piir les valcurs 



Menons les rayons correspondants OA, OAi , OAi, 

OAi;le termeeDp^dlantinfiniinent pelil, P(x,(f) 

ne peul s'annulcr que pourdes valeurs infinimcnt 

petiles de f{B); les points appartenant k la courbe 

ne peuvent sc Irouver que dans Je voisinage dcs points A, Ai, Ai, As. Soit 

toujours t un angle Ires-pelit, mais invariable : on a 

<;-')<- <rO>- <T-0>- <?-■)<- 

,(L-_.)<„, ,(!..)>„., ,(^_.)>„, ,(.^..)<„. 

etcomnie ^(Q) donne son signe h F (x, y), p ^tant infiniment petit, il 
s'ensuit que F (x, y) change de signe, et s'annule par consequent, chaqiie 
fois que la variable & franchit I'un des intervalles 
It 3ff 5ir -JTZ 

-=P., -=p., -=,.. -^.. 

II y a done un point de la courbe dans le voisinage de cliacun des points 
A, Ai, At, Ai; on voit sans peine qu'JI n'y en a qu'un seul, et commc 
F(x,i/) ser^uit a p*cos'fl>o en A, Ai, Ai, Ai, puisque f{B) y est nul, 
il est clair que F(x, y) s'annule en de^a du point A, au-del& du point Ai, 
en de^a du point A|, au-delk du point A*. Deux branches de courbe, tan- 
gentes respectivement aux droitcs AAi, A|Ai, se croisent en : I'origine 
est un point multiple. (Les tangenles sent id bisscctrices des angles rormvs 
par les axes ; de plus, chaque branche presentc une inflexion en 0). On 
verra sans peine que la m^me conclusion subsiste, chaque Tois que I'cqua- 
tion /(O) sa o admet des racines r^elles et inegales. 



1M. Etempte III. — Soil la courbc 

Le point 

saliarait seul aus conditions qui caract^risenl ud point singulier. Transror 
mons comme dans les cas pr^c^dcnts; il vient 

F{x, y] =. p'(sin» 9 — p cos* 9) = q. 
La fonclinn fl^) = sin* S ne s'annulaiit que pour 9 = o et 6 = «-, le 

Icercic de rayon p ne peut couper la courbe qu'en des 
points infinimentvoisinsdc I'nxe des jr. Puurd^±E, 
F csi dc m^mc signc que siii*0, c'csl-Ji-dtre>o. 
En A, d en o, F =• — p' <o; il y a done un point 
de la courbe cntre S ■= — e ct => o, el ud eatre 
9=oeie=e. Pour e = jr±E, F>o; en A,,e-=ir, 
F ^ p*> ; il n'y a done aucun point dans le voisinage du point Ai, 
puisque F x, y) est compose de deux tcrmes posilifs et ne peut s'aunulcr. 
Deux branches dc courbe, s'arrctani an point (j = o, y => o), ct taogentes 
en ce point i I'nxe des x positirs : I'origine est un point de rebroussement 
de premiire espice. En general, il en sera de mime quand Tiiqualion 
f\&) ^ a aura ses racines cgales, ct D'annulanl pas /'■ (0). 
1*7. Exemple IV. F(i, s) = y* — at/a:* -t- ar* — x* = o. 
Tout poini singulier doit satislaire u ceilc ^uation ct hux suivantes : 
x(— 4-/+4X'— sj:') = o, y—x*=o, 
A'aa I'on lire cettc seule solution 

I = o, y ~ o, 

qui rcprdscntc I'origine des axes. Postint x = p cos 0, y ^ p sin S, il vienl 

F{ar, i()^p*(sin»9 — ^psinScos'O -*- p*cos*'fl — p'cos'8)=!0. 

L'equalion 

/■(O) = sin' e ^ o 

a pour racines e=o, S=ir, ce qui montrequc la courbc nc peut coupcr Ic 
cercle de rayon p que dans le voisinage des points A et Ai de I'axe des jr. 
Eq CCS points, on a sin O^o, F(x, y)='p*(i ^p)>o; de m^mc. pour 
fl = ±£, 6^ir±E, fl^) est positir et donne son signe h F, itonc 
T{t, y) > o. La Tonetion F ne manircstc done jusqu'ici aucun chan^cnicnt 
de signe proprc a reveler I'exislencc d'un point de la eouibr, mnis on nc 
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peut ricn cnnclure, parce que, !i unc distance inlininicnt petite dcs points 
A et A|, sin Best de m^rae ordre que p; les irois* premiers (crmcs du 
developpemeat de F sont done de m^me ordrc, et Icur somme peut 
s'aoDuter deux fois entre 6 ^ o et S = e. Pour s'en 
assurer, on posers 

sin 9 = pu, 
V ^tant unc nouvelle vsriublc, d'ou 

F{x,y)'='p*(u* — 2Kcos*e -1- cos'fl — pcos*B). 
Egalaot it zero le cocflicient de p*, on trouve 

a' — 2U cos* 8 + cos* B u o, (u — cos' 0)' = o, 
d'oii 

tt = eos*9, sinfl^pcos*fl> o. 

Les valeurs positives ct inGuInieDt pcliies de sin 0, deicrminees par celte 
equation, correspondent sur la clrcoufcrcnce & deux |>oinls a, (SinQniment 
voisins respective men t de A et de A|, au-dessusdel'axe(Ics.c; Ic premier 
donne F = — p' cos' S < o, Ic second F = — p* cos' 6 > o. F est done 
compose de (ermcs positirs et ne peut s'annuler dans le voisinage du 
point j3, raaisil change deux Toisdesignc, eade^ael au-del&dii premier a, 
ce qui indique deux braoehes de courbe tangcntes it I'oxe dcs x posilifs, 
au-dessus de ect nxe, et s'arr^tant It I'orifcine des coordonnccs. 

L'originc est un point de rebrousscment de seconde espeeei On voit 
d'ailleurs qu'it ne peut y avoir que deux branches passant en 0, pnicc 
que IVqiiation de la courbe est seulemcnt du second dcgrc cit t/, 

138. ExetnpleY. F(x, y) = ()/' — x*)' — i*8inx = 0. 

Un point singulier saiisrail h cette Equation et <> cellesvci : 

y{y* — a:*)^o, x[^ly* — a*) +41' sin x •*■ i'cosx] = o. 
Consid^rons seulcmenl les vsleuirs de x depuis x=^o jusqu'ii x ^ n ; les 
seuls points qui salisfasscnt nux conditions indiquces sont 

•' 2 ' 

Lc premier est I'origine. Decrivant le ccrcle de rayon p et posant 
s=pcosB, y^psinO, on trouve 

F {x, y) = p* [(ain* B — cos' 6)* — cos* e sin (p cos 8)], 
ou , en developpant sin (p cos 0) et divisant par p', 

i-Ffr. v)='C0S*2B — pcos"? -H^cos'B 

p» ^ • 3' '^ 6 



L'cquation 

/■(e) = cos' 28 = 

donnc pour rucmes 

9=-, e=^, 6=^, 9 = — ; 

4 4 4 4 

soicnlOA,OAi,OAt, OAi]cs rayons correEpondants. A une distance sngu- 

laire tr^pclke e de ces rnyans, /(S) a une ralcur 

finic positive, done F(i,y)>o; la courbe nt peut 

I coiipcr la circonr^rence que dans le voisinagc dcs 

points A, A|, Ai, A*. En ces points, F a le m^me 

signe que le terme du 1" ordrc en p, — p cos' 8 ; 

done, le signe — en A ct Ai, le signe-ncn A, el Ai. 

II n'v a done oucun point ilc la courbe dans le voi- 

sinage dc ces itcrniers, puisque le terme du prenjiec ordre y est conatam- 

ment positir et ne s'annule pas. Mais Ic cUangemcDl de signe de F (x, y) 

indique deux points, I'un en de^a, I'autre au-deU de A; et deux autres 

en de^R ct au-delJi dc Ai (on v^rifie sans peine qu'il ne pent y en avoir 

plus de deux ; d'ailleure, I'equation n'est qne du i™" degrd en y). Nous 

trouvons done qualre branches do courbe qui 

s'arrdtent au point 0; deux sont langentes ik OA, 

dc part et d'auire ; deux sont langentes i OAi, aussi 

dc part et d'anlre. La courbe a done k I'origine 

deux rcbroussements de premiere espeee, dont les 

tangcnles sont inclin^es k 4S° sur I'aie dcs x posiiifs. 

Discutons maintenantic point (x = -< y = o). 

Dccrivant Ic cercle infintiaent petit autour dc ce 

point ; posant , dans F (i, y), x = - -h pcos fl, 

y^psinO, (aisant les reductions el d^veloppanl, on trouvera succcs- 
sivcment 
F (x, y) = p* sin' fl — [ - -h p cos 9 ) — | - -t- p cos fl J cos (p cos 6) 

1 . . . . /t \' /» \*/fl*cos'e p'cos'e \ 

=p sin'fi-2f»sin»S(^- +pcoseJ +(^- +pcosej (^C_- _t__ H... j^ 

- F(a;, v) = —I — sin' e-t- — cos' 9 | -nrp cos flf — 2 sin' 9 + — cos* 9 j -•- -■ 
P* 2\^ '^ / ^ \ 4 / 
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L'equation 



donne 



/•(G) = — ("— sin* -f. ^cos« G^ = 



4 



ce qui determine deux droites r^elles dgalement inclin^es sur Taxc des x. 
Le point lx=- 9 y = ojest done un point doubhy dont las tangentcs 

sont les deux droites d^finies par cette Equation. 

tS9. Ce qui prdcide suffit pour servir de guide dans la discussion 

des points singuliers. II pourra d*ailleurs s'en presenter d*autres, corres- 

d¥ dF 
pondant k des discontinuites des fonctions P> j~ ' j~ > ^* Q"® ^'^" ^*^" 

cutera suivant la nature de ces fonctions dans le voisinage du point singuiier« 
Si la fonction qui reprdsente I'ordonnee de la courbe n'admet qu'unc 

valeur pour chaque valeur de x, et qu'elle dcyienne discontinue, sans 

^tre infinie, en un point, celui-ci sera un point d'arr^t. 
Enlin, si I'ordonnee ne cesse pas d'etre continue, mais que sa ddriv^e 

par rapport h x passe brusquement d'une valeur a une autre pour une 

valeur donn^e de x, un point saillant correspondra h cette discontinuity 

de la ddriv^e, puisqu*il y aura changement brusque dans la direction de 

la tangcnte. 

§ 3. ANALYSE D^UNB COURBE PUNB* 

140. Nous poss^dons maintenant tons les Elements n^oessaires i la dis- 
cussion complete d*une courbe, donnee par son Equation F(«, y) ==> o. 

On cherchera d'abord k r^soudre T^quation par rapport i x ou & y, afin 
d'acquerir, par T^tude des variations de la fonction, une i4^ approxima-' 
tive de la marche de la courbe, du nombrc de ses branches, de leoris linii- 
tes, des points ou elles coupent les axes coordonnds, etc.... 

Formant Tequation de la tangcnte, on determinera facilement les points 
ou elle est parallele, soit k Taxe des x, ce qui a lieu quand dy : dx est nul; 

soil k Taxe des y, ce qui suppose -p = 00 ; ces points repondent gdncra- 

lement h un maximum ou h un minimum, soit de Tordonnde, soit dc 
Tabscissc. 
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Si la courbe admet dcs braaclies infinics, oa trouveri leurs asymptotes 
par la m^thode eipos^e au chaptitre XIV. 

Od calculcra d^y, afin de recDDOnitrc, par le signe de cetle expression, de 
quel cdt^ les braachcs tourncnt Icur concavity, et de determiner Ics poials 
d'infleiion. 

Enfin, on recherchera et Ton discutera les points singuliers dc la courbe, 
si elle ea posside, par la m^lhode dont nous avons dounc divers excmples. 

Exemple. La courbe (jui a pour ^uaiiOD 

y* — g6a*y* ■+■ looa'i* — x* = o 
est sym^trique par rapport k I'axe des x et par rapport k I'axc dcs ^', 11 
sufSl done de construire la portion de cette courbe comprise dans Tangle 
des coordonn^ positives. En posant 

X ^ X* — iooa*a;* ■+■ 48*11*, 



y=Y/48o»±/X. 
Or, on voit sans peine que 

X = {j»~-6'«*)(«» — 8'o') 

ea sorle que X est ncgnijr, et y imnginairc, enire les limiles x = 6a, 

x = 8a, auxquelles nfpoodent les points A ct B. Entre x = o et x = 6a, 

x*(x* — iooa*Xo, done ^0£<;| 480*, les deux valeursdetf son treelles; 

la plus frandc, pour « = o, esla)/96ou a pcu 

pr6s 9,8-a ; elle dfScroit jusqu'k y=^a 1/48= 70 

environ, pour jc = 6a (branche DE) ; la plus pe- 

! tite, nullc pour x^o, attcint la rn^me valcur 

I 01/45, pour X = 6a (branche OEj. Au-dcla do 

, X = %a, I'une des vnleiirs de y croil depuis 

y=a 1/48 jusqu'A I'inlini (brnnehc indelinic FG); 

I'auirc dccrait de j/ = 01/48 jusqu'i y = o pour x = loa, puis devieiit 

imaginaire (branche KC). Les inlcrscclions de la courbe avec Ics axcssonl 

done d^jb connues (D, 0, C). 

Lu dilTercnLiation dc I'^quation donne 

dy T fr* — 500') 
dx y [y* — 48a'J 
Ln tangentc est pnrnllcle & I'axe des x an point D, ou x = o sans que y 
soil nul; rhypotiiisex' ^ 50a* correspond ^ un point imaginaire; I'liypo- 
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these X =3 o, y = o sera examinee plus loin. La tangente est parallele k 
I'axe des y lorsque y* — 48a* =» o (en E el en F), el lorsque y = o sans 
que X soil uul (en C). 

La methode de recherche des asymploles conduit, pour la branche FG, 
k I'equation 

qui repr&iente la bissectrice de Tangle des axes. 
Pour trouver les points singuliers, on posera 

y (y* — 480*) = 0, X (x* — soa«) =« o. 

On ne peut satisfaire h ces equations el k celle dc la courbc (|ne pnr Ic 
systeme 

qui donne Torigine. L'emploi du cercle de rayon conduit h I'equation 

o* (100 cos* — 96 sin* 0) -♦- p* (sin* — cos* 0) = o : 

point double; les tangentes aux deux branches sont determinees par 
Tcquation 

On lire encore de Nqualion de la courbe 

Sur la branche DE, le d(^nominateur est > o; le nuni<^raleur, cgal k 
— 50a* en D, a — 00 en E, ne peut changer de signe dans Tintcrvalle (car 
il y aurait deux points d'inflexion et la courbe serait couple en plus de 
4 points par une droitc; d*y est done negatif, la concavite est vers les y 
negatifs. Sur la branche OE, d^y^ nul en 0, devicnl egal 2i -t- 00 en E ; il 
est done positif de en E, la concavild est du c6tc des y posilifs. Sur la 
branche FG, on yerra de m^me que d*y <o ; sur la branche FC, (i*y passe 
de la valeur -4- 00 i — 00, il y a un point d*inflexion entre F et C. Les 
branches qui se croisent k Torigine traversent leurs tangentes. 

Les donndes precedentes suffisent pour la construction de la courbe. 
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Exercices, 

Analyser les courbes saivantes, et discatcr Icars points singuliers : 

1 . (ac* -4- jr*)" -I- o* (y* — a*) = o (Courbe en forme de oo , syinetrique par rapport 

aux aics ; point double k rorigine, deux branches tangentes aux bissectriees des angles 

des axes). 

9. eos « + cos y = 2. (La courbe se reduit k un nombre infini de points conjugues, 

satisfaisant aux equations 

« = dz 2t7r, y = ± 2t'ir). 

9, y* — ay^x-^bs^^o (Courbe k dcuz feuilles et deux branches infinies; Torigioe 
un point triple; une branche tangente k Taxe des «, deux aulres incUnecs sur cet axe 



d'un angle 6 = arctgf=t\/- j. 



y=fx 



4. X* — 2ay^ — 3a*y* — 2a*a*-*-a* = o (Trois points doubles : « =r a, y = o; 
» = — a, y = o; x=zOf y = — a), 
ft. y'(2aB — a) -I- aV — «* = o (Courbe indefinie dans le sens des x positifs et nega- 

tifs ; une asymptote x = ^ parallele k Taxe des y ; une autre qui a pour equation 

2 

- \ -- — ; la courbe coupe Taxe des x a 90* en x=za. x = — a. L*origine 

est un point de rebroussement de premiere csp^e, la tangente coincide avec Paxe des 
y positifs). 

•. (y — sin x)* — x^ sm*x=z o (Courbe serpentante a deux branches ; rebroussement 
de deuxieme espece k Torigine, tangent a Paxe des x positifs). 

V. y* -4- ax* — b^xy* =z o (Rebroussement de premiere espece a Torigine, tangent a 
Paxe des x positifs ; en outre, par ce mdme point, passe une branche tangente a Paxe 
des y el offrant une inflexion). 

«. «* -H «*y" — 6aa;*y h- a^y* = o (Courbe k deux feuilles limit^s entre oc = ± za\/2\ 
Porigine est un point double ; les deux branches ont m^me tangente, Paxe des x). 

•• [y — f(^)V — (® — o)' if; (x) = o ; p, q entiers et positifs, q pair. [Si p'^qy Ic 
point x=:a, y=f>(a) est un point de rebroussement; du I*' genre si p^zq; du second 
sip>2^]. 

«•. y — xlxs=o (Point d*arr^t a Porigine des axes). 

X 

«t. y = (Point saillant a Porigine; les tangentes ont rcspectivement pour 

coefficients angulaires oet i). 



CHAPITBE XVI. 

DTFFERENTIELLES DE CERTAINES FONCTIONS CfeOMtTRlQUEE. 

141. Aire d'vne courbe plane. — L'aire comprise entre une courbe 
donn^e BB*^ I'axe des x, une ordoan^c fiice AB, el une ordooD^e variable 
HP, csi tividemmeDt une fonction S de 
I'nbscissc x du poinl M ; cherchons sa 
dilTereniiclle. 

A 1'accroissement Ax := PP' de la 
variable X correspond raccrotssemeot 
AS = MPP'M' de la fonction; au s^- j 
ment MPP'M', on peut subslituer le | 
piralldlo){ramme HPP'K, parce que 
leur rapporl a pour limile I'unit^ (")) 
CI Ton a, y diant Tangle des axes coordoiiiies, 

AS^y siny ■ Ax. 

Dela 

,. AS rfS 
/im-r— = -j- = v8inv, 
Ax dx ■' ' 

oil 

lis = y sin y dx. 

Quand les axes sont rectangulaires, sin y ^ i, ct Ton n 

dS = ydx. 

N. B. Dans ces formules, y reprdscnte la valeur absolue de I'ordonnde 
de la courbe, sans qnoi Ton devrait regarder comme ncgaiives les aires 
correspondanies aux nrdonndes n^atives. 

149. Si I'dqualian de la courbe ^tait donn^e eo coordonndes polaires, 
on d^signerait par S l'aire du secteur compris entre la courbe, un rayon 
TecleurGxe OA, et le rayon vccteurr = OM, correspondant & un angle 
variable 6. A raecroissement Ad de Tangle polairc, rdpond un accroisse- 
mcnt AS =- MOM' de Taire S, el Ton ferail voir, pap des consid^ rations 
semblables a celles du n° 19, que eel dldmenl dc surface est compris cntrc 
deux sccteurs circulaires inlinimenl petits, de rayons OM cl OU', et qui 
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ont pour limite de leur rapport I'unit^. On peut done substituer Tairc de 
I'un d'eatr'eus i celle du secteur HOM', et iante 



Ao ^ 11. ,. As rfS 



2 

14S. Longueur de fare d'une courbe plane. — Soil ABM un irc de 
courbe quelconque, AM sn corde; on inscrit daoa I'bpc ABM im polvgone 
dont les cdl^s sout infiniment pciiis. Soient u I'uo 
quelconque des cAt^s du polygone, u' sa projcclion 
sur la corde AH, a Tangle aigu que fait le cAl^ v 
avec AM ; on a 

«' *- « cos a, 

d'oA, en d^signant par 2 one somme qui s'^tend k tous les c^tes du 
pohgone ct par ^/^ (cos a) une moyenneenire les valeursde cos « rela- 
tives & CCS c6lis, 

lu' 

— = ^^ (cosa). 

lu rcprdscnle le p^rim^lre du polygone inscrit, el S.**' est dgal k la corde 
AH = c. Lorsquc les cAlcs du polygone tendent vers z^ro, son p^rim^trc 
croll sans cesse sans pouvoir devcnir infini ; il lend done vers une limite 
d^termin^e t. C'esl celte timite que I'on nomme la longueur de Van de 
courbe ABH. D'aillcurs, les angles a que foot les cAlis du polygone avec 
In corde ont pour limiles les angles if que font les tangentes ft la courbe 
avec cettc mAme corde, en sorte que, si nous d^ignons par ^y^ (cos 9) 
une moyenne enlrc les valeurs par lesquelles passe cos 9, lorsqu'oa passe 
du point A au point H, r^qiialion pr^cdente deviendra i la limite 

- =s= „^ (cos 9). 

Cc[[c rclniion cntre la longueur d'un arc ct celle de so corde conduit k 
une consdqiience importante : 

Supposoos que le point H se rapprocfae inddfinimcnt du point A sur la 
courbe; la tangenlc, en un poini quelconque de I'are ABH, fait avec Is 
tangcnlcen A un angle tendant vers zero, si A n'est pas uu point singo- 
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lier ; Tangle 9 qu'ellc fait avec la corde AM est done aussi infiniment petit, 
done cos 9 a pour limite I'linitc, ainsi que ^6 (cos 9)^ et Ton a 

8 

c*est-a-dire que le rapport d*un arc infiniment petit d sa corde a pour 
limite Vuniti. Ce th^orime subsistera m^me pour un arc de courbe de 
forme variable, pourvu que Tangle 9, en un point quelconque de cct arc, 
tcnde vers zdro en mime temps que la corde. 

144. Considdrons maintenant, sur une courbe donnec, un point fixe A, 
et un point variable M(x, y) ; la longueur de Tare de courbe compris cntre 
ces deux points est une fonction 8 de Tabscisse du point M, et Ton \eut 
tronver sa difflrentielle, les axes ^tant supposes rectangulaircs. 

Soient M' un point infiniment voisin du point M;x -¥■ Ax, f/ + Ay ses 
coord onnees, Ag Tare infiniment petit MM'. Sa corde ayant pour expres- 
sin ^Ax* -I- A^^*, on aura, d'apres le tb^or^me precedent, 

,. A« ,. j/A^VAv* ,. / Ay* / dy* 



d'ou 



d8 / 



dy« 



-9 rf< = ^/dx* -I- dy*, 



dx' 

ce qui donne la solution de la question. 

Remarque8. — La d6riv6e de Tare par rapport k x etant positive, cela 
suppose que ces quantites varient dans le mime sens, ou que les arcs 
soient comptis dans le sens des x positifs. Si le contrairc avait lieu, il 
faudrait changer le signe du radical. 

D'aprcs la definition donnle de la longueur d*un arc de courbe, on pour- 
rait se demander si la limite vers laquelle lend le periraeire dn polygone 
inscrit, ne depend pas de la loi suivant laquelle les c6tes tendent vers zero. 
Lh formule ci-dessus rdpond k cette question : la fonction «, ayant une 
dcrivce diterminle par rapport a x, cts*annulant pour la valour de x qui 
repond au point A^ est entilrement determince (51); et comme nous 
n'avons fait aucune hypothese sur la loi d'iuscription des c6tc$ du polygone, 
il s'ensuit que la longueur de Tare 8 est la meme, quelle que soit cette loi. 

Lorsque Tlquation de la courbe est donnce en coordonnees polaires, on 
doit exprimcr ds en fonction de ces coordonndes. Les equations 

X = r cos 9, y^=^ sin 6 



donnent successivement 

dx =3 cos S dr — r sin SdO, dy = sin fldr -i- r cos 6rfB, 

dx* ■*■ dy* = dr* ■+■ r*d6*, 

Lfl );6onidtrie conduit facilenienl au m^me r^sullot. 

14S. /nc/i'nauon de la langenle sur I'axe drt x, — L'angle f, que fait 
avec I'axe des x positirs la tangenle h la courbc en ud point H (x, y), est 
donn^ par la formule 

dy 

Ddrivons par rapport i x; il vicnt 

t d<p d»y 
cos* (p dx dx* 
d'oA 

dip d'y I d'y r 

dx dx* i-*-lf*f dx* dy' 
^"*'di» 
On dcditit lie lit, en n^ligeant nn inliniment petit du second ordrc par 
rapport k Ax, 

d*y 

dx* 
Or,si Ton m^nc Ics tangenlcs h la courbe en M el en tin point infinimcnt 
voisin M'(x-»- Ax, y -<-Ay), Tangle infinimcnt 
petit TNT' compris enlrc ccs tangenUw est 
^videmment ^gnl h la valour absolue dc A<f>; 
il sera done donne par In formule pri^e^- 
dcnte, en n^liKennt des termes du second 
ordre. A cause dc cctlc circonstance, df est 
appele I'angle de conlingenee de la courbe 
proposce. 
■ 40. Dans un systcme de coordonndes polaircs, f est I'inclinaison dc 
In langente sur I'axe polairc; fi difsignant I'angle du rayon vectcur avee 
la langenle Ji la courbe [f 9)}, on a ^vidcmment 

ip = 9 -H f*, d^ = d9 -*- dfi. 



Or, r^ufltion 



donne, d^ ^tant pris constant, 



— 193 — 






d/x dr* — ^^*^ ja ^f* ^''' — ^^^ 

COS* fit "^ dr« ' W^'dr'-^-r'cie*' 

({9 rf/x r*rfG' -♦- 2dr* — rrf'r 



ct enfin 



dr« dV 

d9= ^-^, d^. 

r* -4- — 

dO« 

Telle est ^expression de Tangle de contingence en coordonn^ polaires. 

147. L'expressioD de A(p conduit k une consequence remarquable. Soit 
a Tangle infiniment petit M'MT conipris entre la corde MM' et la tangente 
en M; M'P perpendiculaire sur cette tangente; on a 

MT_ _ 
]^p— *«— «' 

en ndgligeant une quantity d'ordre sup^rieur k a. Or, si Ton prend pour, 
un moment la tangente MT pour axe des x, on aura, au point M, 

j, = o, ^=.0. Aa: = MP, Ay=.M'P = :^g, 

en appliquant la formule de Taylor et ndgligeant les infiniment petits du 
a""* ordre en Ax. U vient done 

Ax d^y 
2 dx* 

d*V 
et comme I'expression de Acp (14€) devient ici-^Ax^ on a, aux 

infiniment petits du second ordre pris, 

a — - A9, angle M'MT = - angle TNT' ; 
2 2 

done, I'angle compris entre la corde d'tin arc infiniment petit et la tangente 
a Vorigine de cet arc^ est la moitii de I'angle des tangentes extrimes^ en 
nigligeant une quantity infiniment petite par rapport d ces angles. 

14 



t. Hontrer, en partant de la formute du N* I4S, qae la difference cnlre a 
inrinimrnt petit et sa carde est do trobiime ordre, par rapport i I'arc. 
*. L'^ualLon de la chaiaelte ^UDt 



et que, par suite, I'aire conprite enlrt dauc orAoiutia quelanupiei at ijaU h aUt d» 
rrttangle comlrvil lur Care termind i eet oriomtir.*, el nr rordotwie A Corigine, a. 
Hontrer que, dans eette m^me courbe, !<■ on a let relation* 

I'lrc ( ttaDt compte du point le plus bas de la cmirbe ; S* si du pied de I'ordonn^ ou 
abaisse one perpendiculaire sur la tangente, cetle perpendieulaire a une longueur 
coastante a, et la distance au point do contact e«t i^le a Tare t, 
S. Dans la cj'clprde, on a 

« = a (a. — sin wj, y = o (i — COS «), dt = aa sin -du. 
On en deduit 

d« = — ad.HB, 
d'oil il suit que Pare MD delaey- 
eloide, compti du tomtmt D, at 
double de la corde HB don* le crrde 
gitifrntrm: 

A. On prend poor nyon recteur 
d'unc courbe (C) uoe droite egate et parallile a celle qui Joint, sur deux courbes donneet 
(A) ct (0), les points oil lej Ungentes sonl parallilcs. EMmontrer que la tangente a 1i 
nouvellc eourbe (C) est parnll^te aiu Imgenles i (A) et (B| lux poiois correspondanls, et 
que la longueur de son arc est la somnie ou ta difference des arcs correspondanls 
de (A) et (B). 

•. Cbercber la diffdrentielte <(>, de I'src dcla podaire d 'une courbe don nee. — R. Les 
equations (ch. XIII, ^ I. ex. i) 

dntVi — dydx, ^(x, — x)d!'y, 
dxdx, +dgdg, ^ — V|dV> 



l/(tf^ 
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r desigiMOt le Mjton meae de I'origioe an point de Ungeacc (i, y). Oo a done 

Etablir geomAriqnement cetle dqnitioD. 

•. On conslrnit deaxeNipscseoncentrtques eC homotheliquM; los sies sont ai, a 
poor I'une; sl/ai, tV^ poor I'antre, le rtpport k dUot qjelconquo, 

Soient S I'lire d^rite dim la premiire par le rayon vecteur men^ da centre, y' I'in 
cUnttoon, nir le grand axe, de l« tangente i laseeoodeaupoiDtou elle est conpiie pa 

En deduirc I'aFre de I 'ellipse. 
«. Tronver la differenticlle de I'arc d'aae ovale de DenaHet 

r* — 2r{aeose + 6) ^c. 
R. Oo troore, ridnctions faitea, 



(oeo»e-f-6 \ 
i±' . , .■= \m. 

l/{ow»8 + 6)' + ey'"'- 



CHAPITRE XVn. 

DE LA COURBURE, ET DBS DfeVELOPPEES DES COURSES 

14§. Si I'on menc les tnngeotes aux extr^mit^ d'un arc convexc MM', 
I'aogle TNT', compris cnlre les directions de ccs tangentes prolongdcs dans 
le m^Dte sens, se nomme la eourbure de i'arc MH'. 

Lorsque Ton prend sur une courbe, k partir du point donn^ M, un 
arc de loogaeur variable HH', le rapport de la 
eourbure de cet arc & sa longueur, snvoir 
angle TNT' 
arc MM' 
varie g^n^ralemenl avec la longueur de I'arc, 
et si Ic point H' sc rapproche ind^finiment du 
point H, ce rapport de deux infiniment pelits 
tend vers une limitc d^tcrminde : c'esi cette 
lifflit« que i'on appelle ia eourbure de la courbe 
proposde au point H. 
Dans Ic cercle, la eourbure est conslanle el (!gale k I'unit^ divisde 
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par le rayon, car Tangle TNT' est ^gal k Tangle au centre qui n^pond 

k Tare MM% et cet arc est le produit de Tangle au centre par le rayon. 

anffic TNT' 
Le rapport — , et par consequent sa limite, est done constant 

arcMN 

et egal k Tinverse du rayon du cercle. C'est pour cette raison que, afin 

de se iignrer plus nettement la courbure en un point M d'une conrbe 

quelconque, courbure g^n^ralement variable avec la position de ce 

point, on la compare k celle du cercle, en assignant le rayon R d*un 

cercle qui aurait en tons ses points une courbure ^gale k celle de la 

conrbe donnde au point M. Ce rayon R s'appelle le rayon de courbure de 

la courbe au point donn^. 

Pour trouverson expression, il suffit d'observer que la courbure de ce 

I anirle TNT' 

cercle ^tant - 9 celle de la courbe au point M est ^ale k Urn — ; 

R arc MM 

on a done 

R arc MM' 

D*autre part, on sait (14S) que angle TNT' = dz A9, et Tare MM' n*est 
autre chose que As ; done, il vient 

(I) i = :t««^=±g, 

ce qui est une premiere expression de la courbure. On prendra le signe 
sup^rieur ou le signe inferieur de maniire k obtenir pour R, qui est une 
quantity absolue, une expression positive. 

149. L'^quation de la courbe dtant donn^e en coordonnees rectangu- 
laires, on a (i4S, 144) 

, d*y dx , , / dy* 



I + 
dx* 



done 



(11) R = d= 



(-'£)' 



d^ 

dx^ 



Cette formule suppose dx constant ; si x et y etaient cxprimes en fonc- 
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tion d'une mdme variable ind^pendante, on aurait, en transformant 
Tequalion pr^c^dente, 

dxd^y — dyiPx 

Enfiiiy si Tequation de la courbe est donate en coordonn^es polaires, il 
suffira de remplaccr, dans la formulc (I), d(p et ds par leurs expressions 
dans ce systime de coordonn^es (146, 144), et Ton trouvera 

U resulte de F^quation (II) que, en un point d*inflexion ou d*y est nul, 
1e rayon de courbure est infini; cette rcmarque pent ^tre ulilis^e pour 
trouver les points d'inflexion d'une courbe dont T^quation est donn^e 
en coordonn^es polaires, lorsqu'on a form^ Texpression de son rayon de 
courbure. 

1S6. On peut encore donner une expression g^om^trique, aouvent 
utile, du rayon de courbure. Du point M', abaissons M'P perpendiculaire 
sur la tangentc MT ; nous aurons, d^apres ce qui a 6t6 6iMi pr^c^demment, 

- angle TNT' = angle TMM' = ^ , 
2 ■ MP 

en ndgligeant des quantit^s infiniment petites par rapport a Tangle TMM'. 
De m^me, Tare MM% sa corde MM', et la projection MP de celle-ci sur la 
tangente, ayant pour limite de leur rapport I'unit^, peuvent ^tre substi- 
tutes I'un il Tautre. On a done, rigoureusement, 

I ,. angle TNT' ,. 2 (angle TMM') ,. 2M'P 
R arc MM' MP MP 

d'ou _ 

(V) « = '-^- 

On peut se servir de cette formule pour construire, par approximation, 
le rayon de courbure d'une courbe donn^e graphiquement. 

1 61 . A partir du point donn^ M, on porte sur la normale, dans le sens 
ou la courbe tourne sa concavity, une longueur MZ egale au rayon de 
courbure ; le point Z, ainsi obtenu, est le centre de courbure au point M, 
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et le cercle d^crit da centre Z avec le rayon MZ est le eerele de eourbure; 
il est visible qu'il est tangent en M & la courbe donnde. 

Le cerUre de eourbure cotneide avec la limttedu point de rencontre Q de 
la normale MQ au point considM^ et de la normale M'Q en un point uifi- 
niment voirin. Car le triangle M QM' nous donne la relation 

MM' 

La direction MM' ayant pour limite celle de la tangente en M, I'angle 
MM'Q a pour limite un angle droit ; la corde MM' peut ^tre remplac^e 
par Tare MM', et sin MQM' par Tangle MQM', ou par son 6gal TNT'; on 
a done, quand le point M' se rapproche indefiniment du point M, 

hm MQ = Itm — 7-=rn=; = R = MZ. 

angle TNT' 

D*ailleurs, le point de rencontre des normales est ^videmment^ par 
rapport au point M, du c6t^ oik la courbe tourne sa concavity ; done le 
point Q, k la limite, se confond avec le centre de eourbure Z. 

On voit en outre facilement que la difference des longueurs des nor- 
males MQ, M'Q, jusqu'i leur point de rencontre, est infiniment petite par 
rapport k MM' ; il suffit de projeter le point M' sur MQ, en M«. Le triangle 
MMiM' fait voir que MMi est du second ordre; MiQ ne differc de M'Q que 
d'une quantite infiniment petite par rapport a Tangle en Q (S6), qui est 
du mdme ordre queNM'; done, etc. 

f S9. Pour determiner les coordonn^es (a, P) du centre de eourbure Z, 
eorrespondant k un point M (a;, y) sur une courbe donn^e, on exprimcra 
d'abord que la distance MZ est ^gale au rayon de eourbure, ce qui donnera 
T^quation 

(1) (x-a)« + (y-(3)*«R«. 

En second lieu, le point Z dtant sur la normale k la courbe au point M, 
ses coordonn^es (a, P) doivent verifier liquation 

de cette normale, d'ou la relation 

(2) (x-«)^.(y-P)^«.0. 

En remplacant dans T^quation (z), R par son expression connuc, on 
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aura deux Equations qui feront connakre a et ^. ^liminant (x — a) eiitrc 
CCS ^ualions, on trouvc d'abord 






m 



7 

Supprimant le facteur commiin, prenant les racincs carries des deux 

membres, et observant que y — ^ doit dtre de signe conlraire k ■— » 

cue 

puisque le centre de courbure Z est, par rapport au point M, du c6i6 ou 
la courbe tourne sa concavite, on aura 

*-P ^' 

d'ou Ton tire immMiatement P; a sera connu par l*^quation (2). On peut 
ecrire I'^quation pr^c^denle sous la forme 

(3) ^■*-^-(»-P)S = o, 

qui nous sera utile par la suite. 

f SS. Le cerelecsculateury en un point M d'une courbe plane, est la 
limite du cercle passant par ce point et par deux autres points M% M" de la 
courbe, qui se rapprochent ind^finiment du premier. 

Soieut X, or -4- Ax, x + 2Ax les abscisses des points M, M', M" ; a, |3 
les coordonn^es du centre, R le rayon, du cercle men^ par ces trois points. 
Les coordonn^es (x,y) du point M devant verifier T^quation de cc cercle, 
ii en r&ulte cette premiere relation : 

que nous ^crirons sous la forme abr^gde G =< o. De m^me, les points 
M', M" dpivent salisfaire k I'dquation du cercle, et si nous d^signons par 
C -4- AC, G + 2AG + A*C respectivement ce que devient G lorsqu'on y 
remplace x par x -4- Ax, x + aAx^ et y par les valours correspondantes, 
sans faire varier a, {3, R, nous aurons les deux autres relations 

C + AC » o, C + 2AC -f- A*C » o. 
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d'ouy en reduisant, les equations determinants, p, R : 

C = o, AG « o, A*C = o. 
Divisons la deuxiime par Ax, la troisiime par Ax*, et faisons tendre 
Ax vers zero, puisque M' et M'' sont infiniment voisins de M. Les valeurs 
Hmites de a, p, R satisferont done aux Equations 

dC dK 

ou les d^riv^es sont prises par rapport i x, y ^tant fonetion de x par 
r^quation de la courbe, et a, p, R constants. 
Rempla^ant C par sa valeur et effectuant les calculs, on trouve 

(,_«). + (j, _ p)« = R., x-« + (y-(3:^ = o, 

pour determiner a, (3, R. Mais ces Equations sont identiques aux relations 
(i), (2) et (3) qui definissent le centre et le rayon du cercle de courbure; 
done le cercle osculateur ne di/f^e pas du cercle de ccurbure. 

On trouverait encore le m^me cercle en cherchant la iimiie du cercle 
tangent k la courbe en M et passant par un point infiniment voisin M'. 

154. Le point M se d^pla^ant sur la courbe donnee. le centre de cour- 
bure Z se displace en m^me temps; y, a, |3, R sont alors des fonctions, 
generalement continues, de la variable x, d^finies par les Equations (i), 
(2) et (3), et par Tequalion de la courbe. Le lieu du centre de courbure Z 
est done une certaine courbe, que Ton nomme la developpie de la courbe 
propos^e ; celle-ci prend, reciproquement, le nom de diveloppante. 

La d^velopp^e jouit de propri^tes remarquables. Pour les d^montrer, 

di£Krentions les Equations (i) et (2) en observant que y, a, |3, R dependent 
de X ; la seconde nous donne 

(-S)KS-DI-<v-^S-°. 

ce qui se reduit, par I'^quation (3), k 

(4) d«-i-d(3g=o. 

De la premiere, nous tirons 
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ce qui se r^duit, par T^quation (2), h 

(5) (X - a) d« + (y - P) dp = - RdR. 
Enfin, les Equations (2) et (4) combin^es donnent 

rfa " d(3 "^ da«-*-dp« j/rfa« ^ d^* 

et cette derniere ^alit^ se r^duit, par les Equations (i) et (5), k 

— RdR = dt R i/doL^ -H rfP«, 
ou bien 

(6) dR =s =F |/da* -*- d(3». 
L'^uation (4), mise sous la forme 

da, dx 

nous apprend que la tangcnte en Z & la deyeloppee, dont le coefficient 
angiilaire est d^ : da, est perpendiculaire a la tangente a la courbc en M, 
et comme Z est un point de la normale, celle-ci coincide avec la tangente 
k la developp^e. Done la normale d la courbe en un point, louche la 
developpee au centre de courbure qui correspond a ce point. 

En second lieu, si Ton nomme a Tare de la d^velopp^e, compt^ k 
partir d'un point fixe, sa dilT^rentielle da sera, comme on sait, exprim^e 
par ^/doM-dp^ ; si^ de plus, on suppose cet arc compt^ positivement dans 
le sens ou le rayon R va en croissant, la formule (6) nous donnera 

dR = d<T, 

d*ou (Sf ), G etant une constante, 

R = (r-t-C. 

Si done R', R" representent deux rayons de courbure quelconqucs de la 
de^eioppante, <r' et a" les arcs de developpee qui se terminent a ces deux 
rayons respectivement, nous aurons 

R" — R' = (x" — </, 

c*est-&-dire que la longueur d'un arc fini de la developpee est egale a la 
difference des rayons de courbure de la developpantCj tangents a ses extre- 
mites. 
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Cette propri^t^ suppose, bien entendu, que dR et Ha restent de mime 
sijtne sur toule I'^lendue dc Tare, c'e9t4-dire que le rayon de courbure R 
varie toujours dans Ic mSme sens entre les limiles R' et R". 

ISA. Le ibdoreme prec^ent conduit k une coaseqnence importante. 
Conccvons qu'un fil flexible, ineztensible et sans ^paisseur soil appliquf 
sur la ddvelopp^e, et s'en d^lacbe tangentiellement en un point Z 
pour venir se terminer en M, sur la d^¥eloppante. Imaginons ensuile 
que Too d^tacbe successivement ce fil de la d^veloppde, en le leoant 
toujours lendu; Taccroissement que preud la portion rectiligae du fil, 
de la position MZ k une autre quelconque H'Z', est ^videmment dgal 
k Tare ZZ' de la d^velopp^, ou k I'accroissement correspondant du 
rayon R ; H'Z' sera done encore ^gal au rayon de eourbure qui toucbe 
la d^vclupp^c en Z', d'ou il suit que le point H, extrimiti du /il, dierit 
la diveloppante. 

Co mode de g^n^raliori de la ddveloppante permet de prouver que le 
cercle de courbure relatif k un point de cette courbe, traverse g^n^rale- 
menl le courbe en m^me temps qu'il la toucbe. 

Consid^ronstrois rayons de courbure infiDimentvoisinsMZ,M'Z',M"Z", 
et Joignons H el M" au point Z', centre de courbure 
correspondent au point M'. En vcriu du ih^orenic 
ci-dessus, on aura, dans les triangles HZZ',H"Z'Z", 
les relations 

MZ' = MZ -t- arc ZZ' > MZ + ZZ' > MZ', 
MZ' = M"Z" — arc Z'Z" < M"Z " — Z'Z" < M"Z'. 
Done le cercle dccrit do centre Z' avcc le rayon M'Z', c'esl-4-dire le 
cercle de courbure relatif au point M', coupe la droile Z'M aii-delidu 
point M, el la droite Z'M" en deca du point M" ; il traverse done en M' la 
courbe proposrie. 
1 $9. Pour trouver I'^iquatioo de la d^veloppde d'une courbe donnfe 

F(x,y) = 0, 

on substilucra d'abord dans les «Squalions (2) el (3) les valcurs dc 

^ etde ^enxeiw. lilies de I'dquation de la courbe; ensoite, on elimi- 
dx dx^ 

nera x et y entre ces equations et eelle de la courbe ; I'dquation risulunlc 
cntrc B el p sera liquation de la d^velopp^e. 
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R^iproquement, si F^quation de la d^Telopp^e 

A«, (3) = o 

^tait donn^e, et que Ton vouIAt remonter k celle de la ddveloppante, on 
tirerait d'abord de cette Equation la valeur de d^ : doe, et on la porterait 
dans rdquation (4). Eliminant ensuite a et |3 entre cette Equation, 
Tequation (2) et celle de la d^veloppee, on obtiendrait une relation entre 
Xy y eidtf : dxy qui serait Vequation dxffirentielle de la ddveloppante. Le 
calcul integral sera n^cessaire pour passer de cette ^qualion a Tdquation 
entre x et y seulement; nous verrons par la suite que cette dernicre 
renfermera n^cessairement une constante arbitraire, et donnera cons^- 
quemment une infinite de d^veloppantes, pour une m^mc d^veloppee. 
Ceci s'accorde avec les consequences que Ton d^duit du mode de generation 
de la d^veloppante, a Faide d*un fil enroul^ sur la developpce, expos^ 
au num^ro pr^cddent. 

f S7. Amplications des ihiories pricidentes* — I. Coniques en general. 
L'equation dcs coniques, I'origine ^tant k un foyer F et Taxe des x dirig6 
suivantTaxe focal de la courbe, prend la forme 

y< = p* -I- 2pex — (i — £*) X*, 

p ddsignant le demi-param6tre, e le rapport des distances d'un point quel- 
conque au foyer et k la directrice yoisine. On tire de cette Equation, suo- 
cessivement, 

D'un autre c6te, si Ton d^signe par N la longueur de la normale, on voit 
facilement (IHI) que Texpression gen^rale du rayon de courbure peut 
s'dcrire sous la forme 



R 



consdquemment, dans le cas actuel, 






n=5 — • 

Dan% le$ coniques, le rayon de courbure est igal au cube de la noi^maley 
divisS par le carr4 du demi^paramHre, 

Projetons la normale MN sur le rayon vectcur FM, en MG; soient 



r = HF, y Tanf^lc FMN comprU entre Ic rsyon vecteur et la normale. 
Nous trouTerons, par I'^quatioo de U courbe, 

dy 
r—^p + ix, FN^x-t- y ■j^^£(p -*- u:)=s tr, 

FG = FN cos NFG = sr cos MFN = ax, 
e( enfin 

MG = N cos 7 = MF — FC = r — u; = p. 
La projection de la normale sur U rat/on vecteur meni du foyer est 
done constante et igale au demi-paramitre. 

Onconclutde larelatiOD Ncosy^p. qucRpeut 

4tre ^crit sous ia forme 



R = 



N 



expression qui conduit k la construction guivaotc 
du centre de courbure dans Icsconiqucs: on mene 
au pointH, que Ton consid^re, le rayon vecl«uret 
la normale; par le point N, ou celle-ci rencontre 

I'ase de la courbe, on lui ^l^ve une pcrpendiculairc NH qui coupe le 

rayon vecteur en H ; la perpendiculaire HZ au rayon vecteur coupera 

la normale au centre de courbure Z. 

I&§. 11. Par<^le. — Cettc courbe correspond au cas oii e =" i dans 

le probleme prdcijdcnl. On a done 

du p d*y p* 

'' •^ '^ ' dx y dx* y* 

d'ou 

Pour trouver I'^quation dc la d^vclopp^e, on ^liminera x el y cntrc 
r^quation de la courbe et celles-ci : 

(»-.)H-(,-p)?_o, ,+E.;_,j,_|3,E;_oi 

la derniere donne 



- p — — = — 2p — ax, I ^ '- t 
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et en substituant dans Tequation de la courbe, il vient 

pour Pequation de la d^veloppce de la paraboIe.Cette courbe, sym^trique 
par rapport k I'axe de la parabole, pr^sente un rebroussement de pre- 
miere espice au point (a=a=-> p = oj- 

1 S9. Ellipse. On a ici 

X* y' rfy b^x d^y ^ 

a' 6* ' dx a^y' rfx* a'y* 



Or, si Ton designe par c rexcentricit^ de Tcllipse, par r et r' les rayons 
vecteurs menes des foyers de Tellipse au point (x, y), et par P la distance 
du centre k la tangentc en ce point, on trouve 

/ cx\ / cx\ / . c*x'\ . , fc*x* a*y^ 6*x* 



— (^C> '=(^r 



d'ou 



R_-. 



Le rayon de courbure est une quatrihne proportionnelle a la perpendi-r 
eulaire du centre $ur la tangente^ et aux rayons vecteurs menes des foyers 
ail point donni. 

Les equations (2) et (3) sont ici 

b^x b*x^ b* 

(x — a) — (y — 6)—- =0, 1-4. — ^ — (y — 3)-r-T == o, 

«y oy a'y' 

d'ou 

6'x "" a'y a* 6* o* 6»V, ay t* a'\ b'J' 
On tire de ces egalites, d^abord, 

a x' 6'x» a a» — 6* 

I =1 -H T-, OU -= T X% 

X a^ a* X a* 



d'ou enfin, 

•-(f)--' -•--^-#- 

Subsliluant ces valeurs dans I'^quation de I'cllipse, el posant, poor 
abrcger, 

on trouvcra pour rc<|uation de In dcveloppde 



e)-(i^■■ 



Ccttc courbe, sym^tnque par rapport aui axes de rdlipsc, pr^nte 

quaire pcbroussemenls de premiire espeee qui i^pondent aux sommets de 

i'ellipsc. Lcs rayons de coiirbure de I'ellipse, aux 

sommets du grand el du petit axe, ont respecli- 

vement pour valeurs — > v- ; Icur difference 

g' — b' 
ab 
mesuredonc(IW) la longueur de I'arc corroGpoodant A|B| de la d^ve- 
loppdc,ouIe quart du perimctre de cetle courbe. 

ICO. Byperbole .- — — 7^ i=i; calculs analogues, saafremplacemeni 

de 6* par — fr' ; I'expression du rayon de courbure est la m^nie; IVqualion 
de la developpiie est 



ou Ton a 

A=i 



©-(i)' 



161. Cyclo'ide. — Des Equations 

x^= a{iA — sin u), y =s o (i — cos m), 
on d^duit facilemcnt 

dt a* aasin-du. 
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On sail aussi que la langcnie MB k la cycloide pn&sant par I'extrdmit^ B 
du diara^tre AC, I'angte 9 qii'elle Tail avec I'sxcdcsz est le complc- 
iDCDt de Tangle MBC, d'ou 



Mais la longueur N de la normale MA est ^galc ^ 2a sin - ; dune 
R«2N. 

Le rayon de cottrbure de la cyclotde est double de la normate. 

Celle propri^ld permet de trouver la d^velopp<ie sans calcul. Construi- 
sons le ccrcle AZB', ^al au cercle g^ndrateur AMB el le loudiant au point 
A; le diaro^trc AC'B'; la 
droile B'D' parallile k la 
base de la cycloide, et le 
point D', projection sur 
cettc parallMe du milieu 
E dc la base. La normale 
HA prolongde coupe le 
cercle AZB' en un point Z, 
ct I'cgalild des triangles 
MCA, AC'Z monlpe que 

AZ = MA et que Z esl, par consequent, Ic cenlrc dc courbure de la 
cyctoide au point M. 

Or, nous avons 

OE = iro, B'D' => AE = OE — OA = >ra — arc AM, 
arc B'Z = M — arc AZ = wfl — arc AM = B'D', 
d'ouil suit que si le cercle AZB' roule sur ladroite B'l^ sans glisser, dans 
le sens D'B', le point de la circonfdrcnce qui coincidait au depart avec D' 
coincidei-H h cbaquc instant avec le centre de courbure Z, ct ddcrira la 
d^velopp^ de la cycloide. Cette dioetoppie n'est done autre chose qu'une 
cifcloide igale A la proposie, ct qui se conrondrait avec ellc si on la d^pla- 
cait d'nnc quantity 3a dans le sens des y posilifs, et d'une quantity an 
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dans le sens des x positifs ou n^atifs ; Ics abscisses qui correspondent 
aux sommets de Tune, r^pondent aux rebroussements de I'autre. 

Le calcul conduit k la mdme consequence ; on tire en effet, par la dif- 
ferentiation, des Equations de la cycloide, 

dy sincd d*y i 

dx I — cos 01 dx^ a (4 — cos co)* 

et par suite, 

a ss a (o -H sin o), ^ «=i — a (i — cos »). 
Posant 

ass. na — x', P = y' — 2a, co = tt — »', 

on trouve 

x' = a (w' — sin «'), y' = a (i — cos »'), 

equations qui representent une cyclolde dgale k la cycloide primitive. 

A TorigineO, le rayon de courbure de la cycloide est nul; au sommet 
D, il est egal k iDE ou 4a; Fare OZD' de la developpee, ou son ^gal OMD 
de la cycloide primitive, a done pour longueur (1 S4) deuxfois le diametrc 
du cercie gdnerateur. 

169. Spirale logarithmique. — De T^quation de cette courbe 

r = oe*®, 
on tire 

dr d^r , ^ y — 

de""'"'"' 5e"» = '"''' R =-11/1^4:^. 

Mais on a d6}k vu (chap. XIII, § S, ex. 5) que, dans cette courbe, la 
longueur N de la normale polaire est aussi dgalc k r ^\ -^ m' ; le centre 
de courbure est done au point de rencontre N de la normale et d*une 
perpendiculaire au rayon vecteur OM menee par le pAle. 

D*apr^s cela, si Ton designe par r', 0', les coordonnees de ce centre, 
on aura evidemment 

r' = ON «= S. = mr, 0' =- -♦- 9, 
et en eiiminant r et G entrc ces Equations et celle de la courbe, 

Cette Equation, qui est celle de la developpee de la spirale, reprisenU 
une spirale 4gale a la premikre^ car on pent, en ddpla^ant Taxe polaire, 
augmenter Tangle 0' d'une quantite a, telle que Ton ait 



mae 



<-3 =.. 
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On conclut de cette propriete que la spirale proposde est elle-mdme la 
d^Telopp^e d*une spirale ^ale, dont le rayon de courburc est MT ; d'ou 
il suit qu*tfn arc quelconqtM de cette courbe eat igat d la difference des Ion- 
gueurs des tangentes polaires qui repondent d ses extrimitis. 

Exercices. 
1. D^montrer les formules 

R, nyon de courbure; f, inclinaison de la tangente sur !*axe des a; ; r, P, distances de 
l*arigine au point de contact et k la tangente. 
•. Rayon de courbure de la chaiuette (ch. XVI, ex. 2) : 

y' a 

R=- = N, R = 



dx dP^ 



a cos* f 

9. Calculer par la formule (V), le rayon de courburc au sommct de la courbe 



yl'^ = ax'i' 6af« -♦-•••-»- fee*. 
4. Rayon de courburc de la courbe 



■ (-=0 



On trouve 



(0"-(0"=- 



Soient T, T' les segments de la tangente entre le point de contact et \ei axes OX, OY 
respectivement, P la distance de I'origine k la tangente ; on aura 

(m-i)R = — , 

ce qui foumit une construction facile. 

ft. Trouver le rayon de courbure R| de la developpee de Tellipse. — Application de 
la formule de Texemple precedent k Tequation du n« tftS. On pent aussi exprimer R| 
en fonctioD des coordonnees (or, y) du point correspondant de Tellipse, au moyen des 
relations 






, . = ,eV. A = l'. B=?5 



b \BJ ' a b 

ilvient 




Rt = 3c»a^(^;^-H?:j*=-i^R, 



R etant le rayon de courbure de I^ellipse au point (x, y). 

1» 
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Soient T, N les s^menU compris entre les axes de PeUipse, sur la Ungente et U nor 
male respectivement. On Irouvera 

I— ^ R^_iT 

•. Soient R le rayon de courbure de la coorbe y^f(x) au point M, R| celni de It 
d«^Teloppee. Exprimer R| en fonction des derirees de f{x), eC montrer que Ton t 
Ri = 3R tg ^p, tf> etant Tangle de la normale k la courbe en M avec la tangente, an mAme 
point, & la courbe (C), lieu dos milieux des cordes pcrpendioulaircs a cette nonnale. 
ConstruireRi. 

R. On demontre sans peme que R| = — - » et Ion en tire 

R T « / 

Combinant avec la formule trouvee (Ch. XIII, ex. 7). on a -^ =:— ; » d^ii, etc. 

3R t' — T * 

V. CSiercher le rayon de courbure de la podaire d^une courbe donnde, par rapport t 

un point (cb. XIII, ex. 4; ch. XVI, ex. 4). — Conservant les notations ordinaires, et 

affectant de Pindice x ceUes qui se rapportent a la podaire, on a 

I _3 R sin /t _ a Rr, 
Ri r f* r r» 

•• Les Rations 

«• yft OB* «" 

e 4iMni donne; X, ft ^tant des paramitres arbitraires qui satisfont a la condition i*^c*^/t*, 
representent respectivement une infinite d*ellipses et d*byperboles qui ont memes 
foyers. Par un point quelconque {x, y) passent une ellipse A, et une hyperbole /a qui se 
coupent k angle droit. Exprimer les rayons de courbure R^^, Ry^ de ces deux courbes en 
ee point, en fonction des paramitres X et fi, et prouver que le centre de courbure de 
Tune est le p61e de sa tangente au point («, y), par rapport & Tautre. — On a 

R,= <^'"^'^ R^=(^'--^')'. 

•. Rayon de courbure et d^elopp^e de la coorbe 

lit 

«' -♦- y* ■■ a*. 
— On a d*abord 

R = 3(a«y)», P = (aay)», R = 3P, 
ce qui permct de construire le centre de courbure. 
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Ce point est determine par les equations 

11 11 

d*ou 

a H- ^ ^ \x* -♦- y ») , oe — ^ = laB» — y') , 

d*ou I*eqaation de la developpee 

1 * * 

(a H- /3) »-+-(« — ^)»= aa« . 

i#. CuioSde .* y' (2a — »)—«> = o. 

— On a 



ft. Z^mtiMeato .- r* an o' cos 20. 

— On trouYere, N ctant la normale polaire, 

et pour les coordonnees (a, ^) du centre de courbure 

2a* cos* 9 - 2a* sin* 9 

3 r 3 ^ 

la developpee est 



(at -. /S^) (a^ H- ^*) = ( - j ■ 



1 1 1 

19. Rayon de courbure de la podaire de la courbe «'-»-ys=:a>, par rapport i 

Porigine. 
— L^equation de cette podaire, en coordonnees polaires, est 

s 

a . „ (a« — 3r«)« 

r=-sin20: on a R=^ — r-^^— r • 
2 2o* — 3r" 

flS. Demontrer que si Ton mine d^un point donn^ (oe, /3) la droite la plus courte ou 
la plus longue vers une courbe donnee, cette droite est normale k la courbe, et sa 
longueur est un maximum ou un minimum^ selon que le point (a, /9) est situiS, sur cette 
normale^ en defa ou au-del& du centre de courbure correspondant. 

14. Trouver le rayon de courbure en un point singulier de la courbe F («, y) = o. 

CoDservant les notations des n«* iSf et suivants, on a, pour le rayon de courbure en 
un point (a, 6), 

P H H 



R = 



2(8 — fle)""2/'(a) <PV , d*F . rf"F . . 

-7-; cos" « -»- 2 -r-rr sin a cos « 4- TTv sin» a 
da* dadb db* 
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En on point lingnlicr, H = o, rt I'eqiutiMl qui detcmuDe I« diHOinas des Uogenles 
at /(i) = o. On iroaTe thus 

Si (n, t| esl ud point de rebmusaneat depmnicrFcspMe, /* (i)estnal, R = o.Si 
le rebrouucmcol est de $rcoDd« cspeee, dd i, ea oatrt, /*, (3) = a, el Icsnywude 
conritorv de* d«ii bniiche«, in point sinfolier, soni \ts ncina de I'MpulioD 

« ■ /*.(■) . ■ rw 



CHAPITBE XVIII. 

DU CONTACT DES COURBEE, ET DES COURBES OSCULATRICES. 

tU. Soieni (A) el (B) deux courbcs planes, ayanl respective mem poor 
equations, par rapport h un systeme d'aies reclangulnires ou obliques, 
y = /•(,}, )i = 9(5). 

Soil M(3-, y) un point de la courbe (A); si lacourbe (B) passe parce 
jKtint, pour 5 = J on aura )] = y. A parlir du point M, donnons a I'abscissc 
un accroisscmcnt infiniment petii A, de signe quelconque ; la difference 
des ordonnees y' ct n', qui r^pondenl a I'abscisse i + A dans les courbes (A) 
ct (B), sera gen^ralement un infiniment petit de mime ordre que A, et I'oa 
aura, k d^ignant une quantite tinie differenie de zero, 

litn^~^=.k. 

On dit alors que Ics courbes (A) et (B) se coupenl au poinl M. 
Mais si ta dilTcrencc y' — *]' i^tait du second ordre par rapport h k, les 
deux courbes auraient au point M un contact dupremier ordre; si ellc etait 
I du troisicme, Ic conlncl serait du second ordre; et, 
< en general, on dil que deux courbes (A) el (B) out, 
en un poinl M, an contact de I'ordre n,lorsque la dif- 
ference de leurs ordonnees correspondantes a une 
mime abscisse, dans le voi&inage du point M, est de 
I'ordre n + x, par rapport a I'accroissement de I'abs- 
risse a partir de ce point. 
Tout cela suppose essentiellement que I'axc des y nc soil pas parallelc a 
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la tangente k Tunc des courbes (A) ou (B) au point M, ce qui changerait 
Tordre infinitesimal des accroissements de y ou de ti* 

Ce cas except^, on voitsans peine que Tordre du contact ne depend pas, 
en r^alitd, du choix des axes, et que la definition exprime une propri^t^ 
ind^pendante de leur direction. Du centre M, avec un rayon infiniment 
petit, decrivons Tare de cerole M'M". L'arc MM' de la courbe (A), et Tac- 
croissement correspondant h de Tabscisse, sont de meme ordre^ car la 
secante MM' fait avec OY un angle qui ne tend pas vers zdro. La difference 
M'^' des ordonnees des deux courbes est de m^me ordre que Tare de 
cercle M'M'', car, dans le triangle M'fi'M", les angles en fx' et en M" tendent 
vers des limites finies diffdrentes de z^ro, et il en est de m^me de la limite 
du rapport de leurs sinus. Done I'ordre infinitesimal dey'^rf par rapport 
k A, est le mdme que celui de Tare M'M" par rapport a MM', il est done 
indepcndant de la direction des axes. 

Si les courbes (A) et (B) ont au point M un contact de Tordre n, il n*est 
pas possible qu*une troisieme courbe (G), ayant avec I'une d*elles en ce 
mdme point un contact d*ordre inferieur k n, passe entre les deux pre- 
mieres. 11 faudrait en effet pour cela que I'ordonnee de la courbe (G) 
differiit moins dc celle de la courbe (A), dans le voisinage du point M, que 
I'ordonnee de la courbe (B); or, cette seconde difference, etant un infini- 
ment petit d*ordre plus eieve que la premiere, finit toujours (S5) par 
avoir une valeur absolue plus petite. 

104. Pour determiner les conditions analytiques du contact d*un cer- 
tain ordre, entre deux courbes qui ont un point (x, y) commun, on obser- 
vcra que la difference y' — irf des ordonnees des courbes (A) et (B) est une 
fonction de Fabscisse qui, au point M, c*est-2t-dire pour ^^^x, s'annule; 
qui, en outre, comme fonction de x + A, pent etre developpee au moyen 
de la formule de Taylor, les derivees etant supposees satisfaire aux 
conditions de continuite dans le voisinage du point M. On aura ainsi 

"*" I •2--(»H- 1) vdx«+* d5«+*y«+eA' 

et Ton voit d'abord que j^' — y]' est en general du premier ordre, comme 
nous Favons dit. Pour que y' — r\' soil de I'ordre n + i par rapport k A, 
il faut et il suffit que les coefficients des divers puissances de h dans le 
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second raembre, jiisqu*& Fordre n inclusivement, soient nuls, et que ]e 
coefficient de &"+* ne soit pas inGniment petit; en d'autres termes, il faut 
que Ton ait, pour ^ "» x, y] <» y, Ics relations 

Ainsi, pour que deux courbes (A) et (B) qui ont tin point M commun 
aienty en ce pointy un contact de Vordre n^ il est nicessaire et suffisant que 
les derivdes de mime ordre de Vordonnie par rapport d I'abcisse, tirees des 
iqttations de ces courhen^ soient egales deux d deux jusqu'd Vordre n 
inclusivementy pour la valeur de x qui ripond au point commun ; ei que 
les dirivees de Vordre n -i- i soient inigales, 

165. Goncevons maintenant que Ton donne 1 '(Equation de la courbe (A), 
et un point M(x, y) siir cette courbe; que liquation de la courbe (B) soit 
donn^e seulement de forme, et renferme un certain nombre de coefficients 
ou paramHres inditerminis. On pourra se proposer de determiner ces 
paramitres par la condition que la courbe (B) passe par le point M, et ait 
en ce point un contact de Tordre le plus eleve possible avec la courbe A : 
elle est alors, parmi les courbes de son espece, celle que Ton nomme 
Vosculatrice de la courbe (A). 

Pour satisfaire k cette condition, il faudra, d'apris la theorie ci-dessus, 
cxprimer que Tordonnee et ses derivees successives par rapport 2t Tabscisse, 
jusqu'ii I'ordre voulu, ont les m^ines valours dans la courbe (A) et la 
courbe (B), pour I'abscisse x du point M. On obtieqdra ainsi n h- i ec^ua- 
tions, si Tordre de contact est n; il suffira done que Tequation de la courbe 
(B) renferme n -i- i parametres ind^termin^s pour que Ton puisse satis- 
faire & ces n -H I Equations. Et rdciproquement, si IVquation de la courbe 
(B) renferme n + i parametres arbitraires, les conditions du contact de 
Tordre n avec la courbe (A) en un point donne suffiront pour determiner 
compl^tement ces n + i parametres, et par suite la courbe (B); la courbe 
osculatrice de Tespdce (B) aura done, en general, un contact de I'ordre n 
avec une courbe donnee. 

!••. Appliquons cette methode k quelques exemples. 

I. Droite osculatrice. L'dquation de la ligne droite 

y) s=3 a^ + b 
renferme deux parametres a et b; la droite pourra done avoir un contact 
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du premier oi*dre avec une courbe (A) donnec, en un point (x, y), et il 
faadra pour cela, satisfaire aux Equations 



Done 



dr] dy - 






et en eliminant a et 6 entre ces Equations et celle de la droite, on tombe 
sur r^quation 

qui est eelle de la tangente k la courbe (A) au point donn^. La ungente 
n*est done autre chose qu'une droite osculatrice ; elle a g^n^ralement un 
contact du pi*emier ordre avec la courbe^ mais I'ordre du contact peut 
s*elever en certains points particuliers. Ainsi^ comme Tequation de la droite 
donne d^vi = o, les points de la courbe (A) qui satisferont k la condition 
d^y = Oy donneront lieu k un contact du second ordre entre la courbe et 
sa tangente ; on sait que les points d' inflexion sont dans ce cas. 
II. Cercle osculateur. — L'equation du cercle en coordonn^es rectan- 

gulaires 

(5-«)'-*-(»-Pr = R', 

renferme trois param^tres a, ^, R^ ce qui permet un contact du second 
ordre. Diffi6rentions deux fois de suite cctte Equation en prenant ^ pour 
variable inddpendante, et substituons, dans les trois Equations ainsi obte- 

nues, 4 5, >}, 3Y» ir^^ respectivement les coordonndes x, y du point 

dx ax* 
nous trouverons, pour determiner les paramitres a, |3, R, les Equations 

(x-a)« + (y-(3)» = RS 
x_« + (y_^)^==o, 

Mais ces Equations sont prdcis^ment (15S) celles qui ddterminent le 
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centre et le nyoo de coarbare de U courbe (A) au point (x, y) : U eercU 
de couHmre est done celui qui a U contact de t'ordre le plus elevi possible^ 
avec une courbe domUCj en uh paint donni. 

Ce contact ^tant da second ordre, la diflKrence y^ — iq' est du troisieme 
ordre par rapport k A, et change cons^quemment de signe avec A; il en 
r^alte cette propridt^ ddj4 connue du cercle oscalatenr, qu'il traverse la 
courbe an point m^me ou il la touche. 

fn. Paraboles oseulairices. — La parabole de degre n, dont IVquation 

ifj = a -♦- 65 -♦- c? -4 1- A5* 

renferme n -h i paramitresinddtermin^ a, &,..., pourra o&ir un contact 
d'ordre n avec une courbe donnde (A). La determination des parametres 
se fait ici tr^simplementy en deTcloppant Tordonnee if] suivant les puis- 
sances de ( — X par la formule de Taylor, et observant que les ddrivecs 
de ri par rapport k l, d'ordre supdrieur h n, sont toutes nuUes. On a done 

r^ — »^(? ^v^^ . {l — xy dhi {^ — xY drn 

n y -t- I ^ — XI -r^ -t- ^— — — -rsr -♦-•••-♦- — ^— — — -r=- > 

•^ ^ ^dl 1-2 rf5« i-2.-.nrf5« 

car, pour ( b= x, on doit avoir iq =y. Si Ton remplace ensuite les ddrivees 
de )7» qui se rapportent k Phypothese ^ «> x^ par leurs valeurs (IM)? on 
aura pour Fdquation de la parabole osculatrice 

ox 1*2 ox' i»2«--nox* 

et les paramitres a, 6vm se trouveront ainsi ddterminds. 

167. La thdorie generale du contact des courbes suppose la continuity 
des ddrivdes qui figurent dans le ddveloppement de y' — y]'; elle cesseniit 
d'etre applicable aux points des courbes (A) et (B) ou cette continuity 
n'existerait pas. L'ordre du contact pourrait alors n'^tre plus un nombre 
entier. Par exemple, si Ton considire la courbe (cbap. XV, § i, ex. 6) 
qui a pour Equation 

y 8=3 a -4- X', 

au point (x = o, y «= a), on trouvera 

dx * dx* ' 

et Ton verra sans peine que la courbe a, en ce point, avec sa tangeote 
y] s=s a, un contact de I'ordre 2 : 3. Le rayon de courbure est nul. 
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Exercices. 

i. EUnt donnees one eourbe et sa taogente en an point A, on d^place chaque point 
M de la eourbe, parallelement k cette tangente, de mani^re que la droite qui joint le 
point deplace M' a la projection P du point M sur la tangente fasse avec MP an angle 
constant a. Montrer qae la eourbe transform^e a an contact du second ordre, au point A, 
avec la eourbe primitive. Que faut-il pour que le contact soit du troisi^me ordre? 

B. Soient M (c, y) j M' {x', /) par rapport k la tangente et k la normale en H. On a 

di/ d*y' 
y'=y; x' = X -t- s^ tg cr ; le ealcul de — 9 -t-j- au point A, conduit au theorime 

enonce; le contact est du 3»« ordre si cPy = o. 

9. Si Pon determine les n -1- z param^tres d*une eourbe (R) de telle maniire que la 
eourbe ait n + 1 points infiniment Yoisins conimuns avec une eourbe (A), la eourbe {E), 
a la limite, sera oseulatrice de la eourbe (A). 

S. Lorsque deux courbes ont, en un point, un contact de Tordre n, leurs developp^ 
premieres ont un contact de Tordre n — i, Icurs deyeloppees secondes un contact de 
Tordre n — 2, et ainsi de suite. 

4. On prend sur une eourbe, k partir d'un point M, un are infiniment petit MM' ==#; 
soient e la corde de eet are, R le rayon de courbure de la eourbe au point M, R' celui de 
sa d^eloppee; fi, a les angles formes avec la tangente en M par la tangente en H' et la 
corde MM'; T le point de concours des deux tangentes. On a 

t* 8* R' «> 

t — c = 1 e — 2a ^ — -* — 9 MT -t- M'T — c = -=- * 

24R« ^ 6 R» "*^"* "^ 3R«' 

en negligeant les infiniment petits d*ordre sup^rieur. 

ft. Lorsque deux coorbes ont, en un point M, un contact du second ordre, si Ton 
prend, k partir de ee point, des arcs infiniment petits egaux sur les deux courbes, la 
droite qui joint leurs extr^mit^s a pour projection sur la normale en M, I'infiniment petit 
da troisi^e ordre 

4(R'-R.). 

eC poar projection sur la tangente, Tinfiniment petit du quatriime ordre 

gj^,(R'-R,), 
R', Ri ^nt les rayons de courbure des developpees des deux courbes donnees. 



16 
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CHAPITRE XIX. 

DES COURBES ENVELOPPES. 

16S. Une ^uation de la forme 

(i) F(x, y, a) = o, 

dans laqucUe a dcsigne un paramitre variable, repr^sente une infinite de 
courbeSy dont chacune correspond a une valeur determinee de ce para- 
m^tre. A deux valeurs infiniment Toisines a, a + A du paramitre, repon- 
dent deux courbes (G), (C), qui se coupent generalement en un ou plusieurs 
points. Soil Mi Fun de ces points d'intersectlon; h tendant vers z^ro, la 
courbe (C) tend k se confondre avee (C), et le point Mi s'approcbe indefi- 
niment, sur la courbe (C), d*une position llmite M. Le lieu de ces points M, 
considdr^s sur toutes les courbes du systime (i), se nomme Venveloppe de 
ces courbes. 

Pour en trouver I'equation, soient (xi, yi) les coordonn^es du point Mi; 
ce point appartenant k la fois aux courbes (C) et (C), ses coordonnees 
v^rifieront les (Equations 

F(«i> yty a) = o, F(X4, y,, a -♦- ft) « o, 
et par suite celle-ci 

^{Xifffif a-+-A) — F{xi, y„ a)=o; 

ou encore, si Ton applique une formule connue (SS, IV), et si Ton designe 
par F^ la d^riv^e partielle de F par rapport a a, 

K{Xii yi, a-+-GA)=o, 

6 ^tant compris entre o et i . 

Lorsque A tend vers z^ro, Xi et yi ont respectivement pour limites les 
coordonnees x et y du point M ; 6A a pour llmite z6ro ; x et y satisfont 
done aux (Equations 

(2) F (x, y, a) = o, F'«(x, y, a) = o. 

Ces equations conviennent au point d'intersection de la courbe (C) par 
la courbe infiniment volsine, pris k la limite. Si done on ^limine a entre 
ces deux Equations, on aura entre les coordonnees (x, y) du point M une 
Equation ind^pendantc de toute valeur particuliere du parametre a et qui 
sera T^quation du lieu de ce point. 
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V equation de Venveloppe s'ohtient done par V4l%mination du paramhtre 
OL, entre V equation F(x, y, a) c=i o des eourbes du sytithne^ et sa diriv4e 

''o par rapport Ace paramitre: 

da. 

mo. Cette regie suppose que la fonction F(x, y, a) ne soil pas une 
fonction d ditermination multiple (S7, S""), sans quoi il pourrait se faire 
que le point d*intersection Mi correspondit, sur la courbe (G), k Tune des 
formes de la fonction; sur la courbe (C), k une autre; et dans ce cas il est 
clair que la formule de N^ 88 ne serait plus applicable. Ainsi, Tenveloppe 
d'on cercle de rayon donnd a, dont le centre parcourt Paxc des y, resulte 
de r^limination de a entre les deux equations 

dF 

F=x«^(y — a)« — a'-^o, _ = — 2(y— a) = o, 

ce qui donne 

X* — a* = o, ou X = zb a ; 

elle se compose de deux droites paralliles, ce qui d*ailleurs etait evident. 
Mais si Tequation du cercle variable etait mise sous la forme 

y == a =fc |/a* — x*, 

la regie ci-dessus conduirait k Tequation absurde i =» o. La raison en est 
que les points d 'intersection de deux cercles inflniment voisins repondent, 
sur Tun, au signe superieur, et sur Tautre, au signe infi^rieur du radical; 
en egalant les valours de y, on a 

et k la limite A = o, on retrouve I'equation x* — a' = o. 

170. Venveloppe du systhne de eourbes (i) touche chacune des enve- 
loppdes (G), au point d'intersection limite M. 

Goncevons que Ton ait tire, de I'equation F^ = o, la valeur de a, 

a=«9(x, y), 

el qu'on la reporte dans T^quation (i); on aura IVquation de la courbe 
enveloppe 

du , 

et Ton trouvera le -p- de cette courbe en diff^rentiant totalement Tequa- 

dx 

lion prec^dente, d'ou 

dF dF dy dF / d^ d(p dy\ _ 
dx dy dx d<p \dx dy dxj 
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d¥ </F 

Mais — n'est autre chose que -f dans lequel on remplacerait a. par 

T(^> y)* ^^ cs^ P^i* consequent, identiquement nul. On a done, pour 
determiner le coefficient angulaire de la tangente k Tenveloppe, I'^quation 

dF dFdy__ 
dx dy dx 

dy 
Elle ne diifere de celle qui determine le -=^ d'une envelopp^e (G), corres- 

dx 

poudante i une valeur d^terminde du parametre a, que par la substitu- 
tion de 9(x, y) k ce parametre. Or, au point M commun a Tenveloppe 
et i cette envelopp^e, on a pr^cisement 9(x, y)=^a^ puisque ce point 
satisfait aux Equations (2). Done, pour ce point en particulier^ la ddrivee 
de Tordonn^e a la meme valeur dans les deux courbes ; les tangentes a 
Tenveloppe et k Tenveloppde coincident done. 

Voici une application de cette proprietc : on sait que deux normales 
infiniment voisines, dans une courbe donn^e, se coupent en un point qui 
a pour limite le centre de courbure (151). II suit de Ik que le lieu des 
centres de courbure, c'est-i-dire la d^velopp^e de la courbe donn^, n*est 
autre chose que Tenveloppe des normales i cette courbe; elle touche 
done chacune de celles-ci, au centre de courbure correspondant, ce qui 
s'accorde avec une propri^t^ d^montr^e. 

171. Le probleme des courbes enveloppes se presente fr^quemment 
sous une forme un peu differente, 

L'dquation des courbes du systime 

(3) F(ap, y, a, p) = o 

renferme deux parametres yariables a et |3, entre lesquels on donne une 
relation 

(4) 9(a, P)«o. 

Le probleme est, au fond, le m^me, puisque I'^limination du parametre 
|3 nous ram^nerait au premier cas ; mais il vaut mieux conserver |3 dans 
r^quation (3), en Vy considdrant comme une fonction de a definie par 
r^quation (4); I'application de la r^le du n"* 168 conduit alors au 
systemc d*equations 

d¥_ dFd^_ d^ d^d^__ 

da'^d^ da"^' da'^d^ d(x~^' 
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Eliminant d^ : da, on obtient l*egalit^ 

^^^ dil^~d^di~^' 

qui remplace la seconde des Equations (2), et i laquelle doivent satisfaire 
les coordonn^es {x, y) du point qui appartient k renveloppe. J^liminant 
ensuite a et |3 entre les Equations (3), (4) et (5)^ on tombera sur I'^qua- 
Uon de I'cnveloppe cherch^e. 
Soil, comme exemple, k trouver I'cnveloppe de la courbe 

y 



©■ 



r- 



les parametres a, p etant lies par I'^quation 

oil a et 6 sont des constantes donndes. On aura, en appliquant la m^thode 
ci-des8us, 



(!)■ (0- (0"-" 



©' (IT er-d)' 



(3, 

= I. 



De Ik on tire facilement 

(r=(0'' (r-(i)"' 

et par T^limination des paramitres a, ^, 

poor liquation de la courbe enveloppe. 

Si Ton a m=3i, p«=2, & = a la ligne mobile est une droite 

X y 
-^1=1, 
a p 

et r^quation a* + P* = a' nous apprend que la portion de cette droUe 
comprise entre les axes rectangulaires a une longueUr constante a. 
L 'enveloppe de cette droite mobile est la courbe 

i i 1 
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on reconnaft une epicyeloide engendr^e par un point de la circonference 
d'un cercle de rayon a : 4 roulant interieurement sur un cercle de rayon 0. 
Dans le cas ou m = 2, p = 2, la courbe variable est une ellipse dent 
les demi-axes a, ^ satisfont k la condition 

Tenveloppe se compose de quatre droites comprises dans ]'equation 

a 6 

17t. L'equation d'une droite mobile renferme deux param^tres varia- 
bles a et |3; une equation entre ces parametres determine, d*apres cequi 
precede, la courbe enveloppe des positions successives dc la droite. Toute 
courbe pouvant ^tre consid^ree comme Tenveloppe de ses tangentes, sera, 
dans ce systime de coordonnees tangentielleSy representee par une equation 
entre les paramitres a, |3 d*une tangente quelconque. 

Exemple : La droite mobile ayant pour equation 

ax -f- (3y -♦- I = o, 
avec la relation 

AP« .*- BaP H- Ca« -^ DP ^ Ea .*- F = o, 

on sera conduit aux egalites 

X y I 



I 



2Ca -H BP -*- E 2AP -^ Ba ^ D D(3 -h Ea -h 2F 
Les valours de a et |3, ddduites de ces equations^ sont du premier degre 
en X et y ; Fenveloppe sera une courbe du second ordre. 

Exercices, 

t. Deux points A et B etant donoes respcctivement sur deux axes OX et OY, one 
droite mobile coupe ces axes en deux points M et N qui satisfont h la relation 

AM:M0 = 0r7:Nfi. 

Trouver Penveloppe de cette droite. 

R. Soient OA = a, OB =6, OM = a, 0N=:/3. On a 



OD y a /3 

« /8 ' a 6 ' 
cas particulier du probleme N° tvt. L'enveloppe est la parabole 



(lyKO'- 
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9. Ud angle constant A tourne autoar de son sommet fixe A ; ses cdtes coupent une 
droite donn^e PQ en deux points fi etC. Trouver I'enveloppe du cercle circonscrit au 
triangle ABC. 

R. Soit a la perpendiculaire du point A sur la droite PQ. Cette perpendiculaire etant 
prise pour axe des a;, Taxe des y (Stant la parall^le k PQ men^e par le point A, Tenve- 
loppe a pour equation 

elle se compose du point A et d*un cercle dont le centre et le rayon sont faciles k 
trouTer. (Ce probl^me peut se resoudre tr^s simplement par la g^m^trie). 
S. Enveloppe de la courbe. 



0)"-(0=- 



la relation entre les param^tres etant 

R. On trouve pour P^quation de la courbe enveloppe 

f ± 

{np H- mq) * * 

Sip SSI q^ e^est une hyperbole (ou un syst&me de deux hjrperboles) dont les asymptotes 
eoihcident avec les axes coordonnes. 

4. Etant donnes un cercle fixe (A) et une courbe quelconque (C), de chaque point P 
de celle-ci comme centre on decrit un cercle (B) qui coupe orthogonalement (A). 
Trouver Tenveloppe (E) de ce cercle. Cas particulier ou (C) est une ellipse concen- 
trique a (A). 

R. L^origine des axes rectangulaires etant au centre du cercle fixe, soient (a, ^) les 
coordonnees de P, /(a, /S) = o I'^quation de (C), e le rayon de (A). L*^uation de 
I'enveloppe resulte de Telimination de a, ^ entre les (Equations 

eta 

TiiioHbiE : Si du point on abaisse une perpendiculaire OT sur la tangente en P a (C), 
les deux points ou elle coupe le cercle (B) appartiennent a Tenveloppe, et Ton a 

r» — 2Pr-f-c*=o, 

r, P etant les distances respectives du centre a Tun de ces points et & la tangente PT. 
Dans le cas de Tellipse, on a respectivement pour la courbe (C) et Tenveloppe (E) 

-r-*-^ = i, («"-Hy*-f-c»)«— 4(oV-t-6«y«) = o. 

or tr 

ft. Si, dans le probl&me du N<^ l Vfl, on designe respectivement par p et R les rayons 
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de courbure d'nne «iiyeloppee et de renyeloppe, au point ou elles se tonchent, on a It 
relation 



<— ^)'=(=?;-0«- 



•. L^enyeloppe de la droite mobile y = a« -»- ^ ^tant representee par ane (Sqaation 
entre « et /i, le rayon de eoarbure de cette eoarbe a pour expression 

£d*A 

•• Xa cauttiqve par r^fiemon d'une courbe (C) par rapport k nn point A (* ) est la 
d^eloppde de la podaire, par rapport a ee mhxke point, de la eourbe qn*on obtient en 
prolongeant cbaque rayon AM meniS du point A It la courbe (C), d^unc longueur egale a 
lui-mtee. DMuire de Ik cette formule : 

IX 2 



I r R COS t 

r ^tant le rayon incident AM, / la longueur du rayon r^fl^chi termine au point ou fl 
toucbe son enveloppe, R le rayon de courbure de la courbe (C), t Tangle d^incidence. 

•. Trouyer la caustique par reflexion du cercle de rayon a, le point rayonnant A 
^tant sur la circonf(^rence. 

Rapport^ k I'axe polaire OA, et i un p61e A| situe sur cet axe k une distance du 
centre (Sgale au tiers du rayon, T^ation de la caustique est 

2a 
r = — (x -t- cos 9) (cardioide). 



CHAPITBE XX. 

TANOENTES ET PLANS MOHMAUX AUX COUHBES A DOUBLE COURBURE. 

17S. Une courbe qui n'a pas tous ses points dans un mime plan est 
dite gauche ou k double courbure. 

Une telle courbe est repr^sent<Se par deux Equations entre les trois 
coordonn^es x, yy z de Fun quelconque de ses points^ en sorte que deux 
variables sont fonctions de la troisiime. Mais, pour introduire plus de 
sym^tri^ dans les formules, 11 yaut mieux consid^rer x, y, z comme fono- 
tion d'une mime variable ind^pendante t, cboisie arbitrairement ; c'est 



(A) On donne ce nom k Tenyeloppe des rayons lumineux ^man^ du point A et 
r^fl^chis sur la courbe (C) suiyant la loi reguli^. 
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la diff^rentielle dt de cette variable qui sera regard^e comme constante. 

Lorsque, dans un cas donnd, il y aura utility k prendre pour variable 

independante Tune des coordonn^eSy x par exemple, il suflBra dc supposer 

que ( se r^duise k x ei que dx soil constant. 

174. La (angente, en un point M d'une courbe k double courbure, est 

la limite de la s^cante qui joint cc point k un point infiniment voisin M'. 

Soient (r, y, a), (x -4- Aa?, y -+• Ay, z -*- A«) Ics coordonn^es de ces deux 

points. Les projections de la sdcante sur Ics plans XZ, YZ out pour 

. Aa? At/ dx dy 

coefficients angulaires respectifs -7— > -r^ ; leurs limites -r- > -r- seront 

Az Az dz dz 

les coefficients angulaires de la tangente. Les (Equations de ccUe-ci, en 

d^ignant par £, yi, ( ses coordonnees courantes, seront done 

les Equations de la courbe fourniront les d^riv^es de x et de y, en 
fonctions de x, y, z. 

Les equations de la tangente sMcrivent plus dlegamment comme il suit : 

g — g Yi — y ti — z 
^ dx dy dz 

Remarque* L*eq nation 

c^t celle de la projection de la tangente sur le plan XZ. Or, la projection 
de la courbe sur ce plan a en chaque point m^me x, m6me z, et m^me 

dx 

-y-que la courbe au point M; I'^quation ci-dessus represente done aussi 
az 

la tangente k la projection de la courbe sur le plan XZ. Et comme ce plan 

est un plan quelconque, on en conclut que si Pon projette sur un mime 

plan une courbe ei sa tangente en un point M, la projection de la tangente 

touchera la projection de la courbcy au point M projete. 

176. Soient a, p, y les cosinus directeurs de la tangente, c*est-ii-dire 

les cosinus dcs angles qu*elle fait avec Ics directions des axes positifs^ 

supposes recta ngulaires. Une droite qui passe par un point (x, y, z), et 

dont les cosinus directeurs sont a^ P, yy a pour Equations 

5 — X if\ — y S— z 



17 



— 226 — 
Comparees aux equations (i) dc la tangentc, cclle&-ci donncnt 

(2) — =a_P =X= ± ' . 

dx dy dz |/«/x« H- rfy« -H dz« 

A partir du point dc contact, on pent considcFrer sur la tangente deux 
directions opposecs, caract^ris^es par des cosinus direcleurs deux k deux 
egaux et dc signes contraires ; Ic signe sup^rieur, dans les Equations (2)1 
se rapporte a Tunc de ces directions; le signe infericur, k I'autre. 

176. La longueur d'un arc dc courbe k double courbure est, commc 
dans une courbe plane, la limite du p^rimitre d'un polygone inGnit^imal 
inscrit dans la courbe, et ayant m^mes extr^mites que cet arc. Les rai- 
sonnenients et les formules du N® 14S s^appliqucnt, sans changemcnt, k 
une courbe gauche; on en conclut de mime que le rapport d'un arcinfi- 
nimetU petit d sa corde a pour limite I'unite. 

Si done 8 d^signe la longueur de Tare d*unc courbe, partant d'un point 
fixe A ct terming h un point variable U{x, y, z) sur celte courbe, As 
sera Tare infiniment petit MM', dont Textremit^ M' a pour coordonndes 
X -4- Ax, f/ -H Ay, z -H Az. La corde MM' de cet arc ayant pour longueur 
^/Ax* -*- Ay* -4- A«*, nous aurons done 

ds ,. A« ,. //AxV /Ay\» /AzV /rfx« dy^ dz^ 

d'oii 

ds = |/rfx* -4- dy^ -^ dz^. 

Cctte expression de la diff^rentielle de Tare d'une courbe, rapportec 
h des axes coordonnes recta ngulaires, permet d'ecrire sous une autre 
forme les cosinus dirccteurs de la tangente. Les <fquations (2), ou nous 
prendrons le signe sup^rieur seul, nous donnent evidemmcnt 

dx ^ dy dz 

dx Ax 

Le signe de a est ccini uc -r- 9 ou dc --r- i ou encore, si Ton prend A« 

positif,'ceIui de Ax. Mais la direction MM' fait un angle aigu ou obtus avec 
Taxe des x positifs, scion que Ax est positif ou negatif ; le consinus de cet 
angle sera done de mdme signe que a. D'ou il rdsulte que les formules 
pric4dentes se rapportent a la direction de la tangente, menee dans le sens 
oii Care s va en croissant. 
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177. he plan normal^ en un point d'unc courbe a double courbure, 
est le plan mene par ce point perpendiculairemcnjt a la tangente 

La droite qui joint un point quelconque (^, y}, Z) de ce plan au point 
donn^ (x, y, z), a scs cosinus directeurs proportion nels k^ — x, yi — y, 
^ — z ; elle fait un angle droit avee la tangente dont les cosinus directeurs 
sont proportionnels k dxy dy, dz. La relation entre les cosinus directeurs 
de deux droites rectangulaires nous donne 

(3) (? — ar) dx H- (yj — y) rfy + (S — z) rfz = o 

pour Tequation du plan normal. Les Equations de la courbe, difr<£rentiecs, 
fourniront deux Equations entre dx, dy, dz, k Taide desquelles on ^limi- 
nera ces diffcrentielles de T^quation (3). 

Tout plan men^ par la tangente se nommc un plan tangent k la courbe ; 
toute droite situ^e dans le plan normal, et passant par le point-de contact, 
se nomme une normale h la courbe. 

» 

Exercices* 

1 . VhUiee est la courbe qui coupe sous uu angle constant t toutcs les generatrices 
d^uD cylindre circulaire droit. Soit a le rayon du cylindre, dont !*axe est pris pour aze 
des «; Taxe des y ^tant men^ par un point de !*helice, et les axes etant d'ailleurs 
rectangulaires, on trouve pour les Equations de Thelice, en posant m = a cot t, 

- = sin-» ^=cos — 7 a5"-*-y" = o". 

Les equations de la tangente et du plan normal sont 

' =-I ^=2 ; fy — „»-l-(5 — ^)«=»o. 

y — « m 

Differentielle de Pare : 

dt^y-- dz 

m COST 

G>sinus directeurs de la tangente : 

y . X 

a = ~sinT, fl= sinr, y = coST. 

a a 

Lieu de la trace de la tangente sur lo plan XT : 

^**°V/ ""1? — i-^'jcosy/ -^ — ^=«- 

S. Velltpse sphdrique est le lieu des points M sur la sphere, tels que les arcs de grand 
eercle qui joigncnt ces points a deux points fixes F et F' donnent une somme constante. 
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Soient le caDire, a le rayoo da la sphere ; 2i Tangle F W, 49 la somma det angles 
MOF -t- MOF'. Prenant pour axes OZ perpend iculaire au plan FOF', OY passant par le 
milieu de FF', OX perpendiculaire sur OT et OZ, on tronre poor equations de Tellipse 
spheriquo 

• • *in*e _ cos*e . . 

x« -♦■ y" -♦-«■ = a", -T-r-<c*H r-y"osa*. 

sin"« COS** 

Lcs equations de la tangente et du plan normal sont 

U — «)« _ (>? — y)y _ (g-g)y . 
— tg«a lg«t tg«« — tg«»' 

S. La Gourbe, intersection des deux surfaces 

4^|^-*-^=i, a«(6« — c»)l.«H-6«(c" — tti)l.y^ct(o"-6«)l.jr = *^ 
cr o* ir 

a sa tangente representee par les equations suivantes, ou Ton a pos^ 

X __aB* y* «■ 



Plan normal : 



(p-7) ^(^"'^) ^(^"0 



(f-«)x^i-^,W(,,--y)y^^ 



Differentielle de Pare : 

rdr 
di = _ > #•■ = a" -4- y" -4- «■, 

Kr» — P« 

4. Une courbe, trac^e sur une sphere de rayon i, ^tant dcfinie par une equation eiitre 
Tare de grand eerele p men^ d*un p6le A, ct Tangle u que fait cet arc avec un grand 
cercle ^xe^ soit V Tangle compris entre la tangente & la courbe et le rayon p. On a 

sin p dcki 

tgV=- ^ '^ > df'vscip'-t-siniiBdM', sin V = sin/»-r- • 



m 
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CHAPITRE XXI. 

PLAN TANGENT ET NORMALE AUX SURFACES COURSES. 

178. Soit 

Tequation d'une surface, et H{Xy y, z) un point pris sur cctte surface. Par 
ee point, on peut faire passer une infinit^decourbessur lasurfacedonn^e : 
soit (G) Tune de ces courbes. Sa tangente au point M a pour t^quations (1 74) 

dx dy dz 

Jes diffdrentielles dx^ dy^ dz appartenant ii la courbe (C). Or, cette courbe 
^(ant situ^e sur la surface, scs coordonn^es y^rifient T^quation zts»f[x,y) 
de celle-ci, et par suite, leurs dilT^rentielles dx, dy, dz doivent satisfaire k 
I'equation que Ton obtient en diff^rentiant F^uation de la surface, savoir 

dzrs^pdx-^-qdy, 

Substituons a dx, dy, dz dans cctte Equation, les quantit^s \ — x, yi — y, 
^ — z qui leur sont proportionnelles dans les Equations de la tangente; 
il vient 

(2) c — « «P (5 — x) H- ^ k^—y)^ 

et cette equation ayant lieu pour un point quclconque ((, >?, () de la tan- 
gente en M & une courbe queiconque (G) tracee sur la surface, reprdsente 
le lieu g^ometrique de toutes ces tangentes. Mais I'equation (2) est du 
premier degr^ en (^, y], () : done, le lieu dee tangentes mendes^ en un 
point d^une surface, a toutes les courbes que Von peut faire passer par ce 
point J est un pbn, qui se nomme le plan tangent d la surface en ee point. 
II est represente par I'equation (2). 
Si Fequation de la surface ^tait mise sous la forme 

(3) F (», y, «) — o, 

on yerrait de m^me que les differentielles dx, dy^ dz des coordonn^es de 
la courbe (G) y^rifient I'equation 

dFj dF_, dF, 

dx dy ^ dz ' 
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et en leur substiluan( Ics qiiantit^s proporlionnelles dans les equations de 
la tangente, on trouverait 

(4) ($_ar)^-K(,-y)5^^(!:_z)^=o 

pour rdquation du plan tangent au point (x, y, z). 

1711. L'existence du plan tangent repose essentiellement, on levoit, 
sur la propri^td qu'ont les diffdrentielles clx, dy, Az d'une courbe quel- 
conque (C) trac<^e sur la surface, de satisfaire & une (Equation homogene 
du premier degre, dont les coefficients D.F, DyF, D.F ne dependent pas 
de la determination particuliire de cette courbe. Gette propri^t^, qui a 
lieu gdn^ralement pour un point quelconque de la surface, pent cesser 
d'etre vraie en certains points particuliers; c'estcc qui arrivera si, au point 
donnd (x, y, £) les d^riv^es partielles D^F, D^F, D,F sont nulles simulla- 
nement. Dans ce cas, on differentiera une secondefois Tequalion de la sur- 
face en observant que les coefficients dc d^x, cl^y, A^z sont nuls au point 
consid^r^ ; on remplacera encore cFx, dy, iz par les quantites proportion- 
nelles \ — x, y] — y,^ — z tirdes des Equations de la tangente & la courbe 
(C), et I'equntion du lieu des tangentes & la surface au point (x, y, 2) sera 
<PF . d*F d*F d*F 

d'F <I*F 

+ 2(i:.-.){$-x)^^H-2(5-x)(>,-y)^ = o. 

Eile represente un c6ne du second dcgrd qui a pour sommet le point 

(a:, y, «). 

ISO. La normale en un point (x, y, z) d'une surface, est la perpendi- 

culaire ^levee en cc point sur le plan tangent. 

Les axes coordonnes dtant supposes rectangulaires, et les angles direc- 

teurs de la normale dcsign^s respectivement par (A, fx, v), les dqualions 

dc cette droite seront, comme on sait, 

S — 3c _ yi— y _ C — g 

cos A cos/ix cosv 

Mnis Tequation du plan tangent, prise sous la forme (2), nous fournit 
les relations suivantes pour exprimer que la direction (X, p, v) est parpen- 
diculaire k ce plan : 

cos A cos II cos ^ ^j I 
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Lcs equations <lc In normalc seront done 

l — x _ yi — j/ _ 1^~-z 
P ~ 1 ~ —I ' 
De in^me, si rc'tjuaUon dc la surfnce ^tait donn^ sous 1r rurnic (3), 
on aurait 

COSl COSfL CA3V 1 

^ ^y ^' VW-^UJ'^W 

pour exprimer les cosinus directeur^ de la normalc, cl tcs <-i]ualions dc 
celte-ci deviendraicnt 

i — x ^ yj — ij X. — Z 
dF d?_ "^ ^' 

dx dy dz 

Le double signe, dont sonl alTectds les cosinus dJrecleurs dc Iti normalc, 
sc rapporte aux deux directions opposccs que J'oo peui considercr sur 
ceite droite, 4 parlir dn point (r, y, z) ou die perce la surface. Kn 
(tenernl la surface F (a:, y, i) = o sc^paro I'cspace en deux rtlgions, donl 
I'une exterieure qui correspond k F (x, t/, z) )> o, I'autrc inlerieure pour 
laquclle F(x, y, z) <| o. Le sijjne superieur se rapporte h la iiormale 
me nee vers la r^ion extdricure. 

181. Si la surface csl de revolution, soienl AMB le meridien, CMD le 
paratlele qui passent par le point M oii Ton veul mencr un plan 
tanj^cnt; OM le rayon du paralleie qui abuuLii ou point H. 
Lr langente MT au paralleie, (!(an( perpcndiculaire, ik In 
fois, k I'axe de revolution et aa rayon OM du parallMc, 
csl perpcndiculaire au plan du meridien AMB, qui passe 
par CCS deux droilcs. Le plnn tangent en M doil conienir 
la langente IHT; il est done perpcndiculaire au plan du 
meridien, la ttorinale ItIN d la surface est dans ce plan 
el va caliper t'axe de revotutioit. De plus, MN est en mcme temps 
normalc au meridien AMB; quanri cclui-ci, lournant aulour de I'nxc, 
engcndre la surface propos<!c, el enlraine avec lui sa normale MN, ccKc 
droile MN ne cesse pas d'^lre dans le plan du meridien et d'etre normalc 
11 eelui-ci; clle coincide done dans chacunc dc scs positions avec la 
normale a la surface, ct comme son point dc rcncantre N avce I'nxe est 
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fixe, un voit qtie les nonnalet d une tiirfaee de rivolulton, meaies avx 
diffirenls points sUuis lur un mime paralUU, voni couper Vaxt de 
revolution en un mime point, el sont igalement ineliniet any cet axe. 

VSS. Plan tangent a une surface riglee. — On nomine surface riglie 
to ute surface engendr^c pnr une droite, assujetlie ^ sc mouvoir guitrqI 
des conditions d^lcrmin^cs. Cctlc droitc, consid^rdc dans une quclconqiie 
de ses positions, est In gineralrice. Lcs cdncs, les cylindres, rhypcrboloide 
a une nappe sont dcs surfnces r^Iees. 

Toutc droilc dtant sa propre (angente, le plan tangent en un point M 
d'une surface riglie contient la giniratrice qvi passe par re point. Saia 
il exisle, sous Ic rapport du plan tangent, une di&idrcnce essentielle entrc 
les divcrses surfaces n%l^es, qui les partage en deu.t cUsses. 

Soicnt (G) In gdndratricc qui passe par le 
)ioiDt H, (G'J une gt.'n era trice inrmimcDtvoi- 
sine, DD' la perpend icu la ire qui mesure la 
plus couHe distance v de ces dcui droites, ct 
DKuneparall^le & (G').Menons, dans le plan 
GDK, MP perpendiculairc k {G), et dans Ic plan G'DK, PP' egnl et paral- 
Iclc i^ DD'; P'M sera perpendiculairc 6 (G), et I'nngle P'MP mcsurera I'incli- 
naison du pliin DMP' sur Ic plan GDK, Or, (cs triangles rectangles MPP", 
PMI) (Innncnt 

lgP'MP==^-^, MP = MD(gMDP = MD(gE, 

E ddsignnnl I'nnglc GDK de deux generatrices inlinimcnt voisines; d'oii 



Lo plan GDK, incne par la gdn^ratrice (G) parallelement h la gdndralrice 
inflnimcnl voisiiic (G'), tend vers une position limite que nous nomrae- 
ro(ts le plan iisijmptotique, el Ic point D, pied de la perpendiculairc DD', 
lend vers une iiusi'ion limtie 0, que nous appellerons to point central dc 
la gen^rnlrice (Gj. Lc plan DMP' csl evidemmcnt, ii la limite, le plan 
(nngciit A la surface en M; I'aiigle P'MP tend done vers I'anglc a, incli- 
naison du plan tangent en M sur le plan asymplotique, et si nous d^signous 
par V la distance du point dc conlni^t M nil point central 0, rcqitniiun 
prect^dcntc nous doniiern 



■^K"> 
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Deux cas peuvent sc presenter : 1° Si, pour une g^n^ratrice quelconquo 
de la surface, le rapport yi : t tend vers une limite finie X, nous aurons 

X 
tg« = -, 

et le fncteur X ^tant iiid^pendant de la position du point M sur la g^n^ra- 
trice (G), a variera avee v. Les plana tangents aux diffirents points cPune 
mime giniratrice sont done distincts les uns des autres; la tangente de 
leur inclinaison sur le plan asymptotique varie en raison inverse de la 
distance du point de contact au point central. 

La surface est dite une surface gauche. Exemple : le paraboloide hyper- 
bolique. 

Au point 0; v as o, tg a c=s 00 , le plan tangent est h Tangle droit sur le 
plan symptotiqae. Lorsque v croit ind^finiment, tg a tend vers zero, Ic 
plan tangent a pour limite le plan asymptotique. 

2"* Si, quelle que soit la g^n^ratrice (G), le rapport y) : e a pour limite 
zero, tg a est nul et a aussi, quel que soit i; .* le plan tangent est done le 
mime pour tons les points d*une mime giniratrice^ et coincide avec le plan 
asymptotique relatif d cette giniratrice. La surface est dite alors €(^t?e- 
loppable. 

Dans une surface conique ou toutes les generatrices sc coupent en un 
memc point, on a constamment y) «» o et e> o, done y} : e est nul : les sur- 
faces coniques sont done des surfaces d^veloppables ; le plan tangent touche 
la surface tout le long de la generatrice, et n'est autre que la limite du 
plan passant par deux generatrices inliniment voisincs. 

Dans les surfaces cylindriqueSy Tangle e est nul et la distance >} ne Test 
pas; tg a = 00 , a = 90*. Le plan asymptotique passant par la gendratrice 
(G)^ et perpendiculaire & DD^ est done perpendiculaire au plan tangent en 
un point quelconquc M de (G), c'est-a-dire que le plan tangent touche 
encore la surface tout le long de la giniratrice G, et coincide avec le 
plan (G, G'} meni par deux yeniratrices infiniment voisines. Les sur- 
faces cylindriques appartiennent done aussi k la classc des surfaces 
ddveloppables. 

HAS. Dans une surface developpable, le plan tangent au point 
central 0, se confondant avec le plan asymptotique, doit ^tre normal 
a DD', ce qui semble centre la definition du plan tangent; mais on va 
voir que le point est un point singulier. 
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Gonsiderons, sur chacunc des gdndratrices, son point central 0; le lieu 

de ces points sera, en general, une courbe continue 
OO'O''... La droite 00' qui rdunit Ics points cen- 
traux des generatrices infiniment voisines (G) et 
(G'), fait avec (G) un certain angle GOO' que nous 
ddsignons par 9, et, si Ton mine OT perpendiculaire sur (G), Ic triangle 

O'OP donnera 

O'P 
sin 9=00^- 

Concevons chaque gdndratrice comme ddterminde par la valeur que 
prend une certaine variable ( ; Tare de courbe 00', et Tangle e^ pour- 
ront etre considerds comme les accroissements infiniment petits de fonc- 
tions de la variable ^, et seront de m^me ordre que At; tandis que la 
perpendiculaire O'P, dont la difference avec DD' ou y] est infiniment 
petite par rapport h e, sera comme DD', infiniment petite par rapport 
k M, et k 00'. On a done 

Urn sin 9 = 0, lim 9 = 0, 

c'est-ii-dire que la tangente en i la courbe OO'O"..., lieu des points 
centraux; se confond avec la generatrice (G). 

Les geniralricea d'une surface diveloppable sont done langentes d une 
m4me courbe, lieu des points centraux sur toutes ces generatrices; c'esl 
Varite de rebroussement de la surface. 

Reciproqucmcnt, toule surface developpable pent dtre consideree 
comme le lieu des tangentes k une courbe k double courbure. Dans les 
surfaces coniques, cclle courbe sc reduit a un point; dans les surfaces 
cylindriques, clle est transportde k Tinfini. 

184. De celte propridte des surfaces developpables ddcoule la suivaute, 
d*ou elles tirent leur nom. 

Inscrivons dans Tar^te de rebroussement un polygone infinitesimal ct 
gauche a|3^de..., et concevons que ses cdtds soient indefiniment prolongcs 
dans les deux sens; les portions planes et inddfinics comprises cntrcdeux 
cdlds consdcutifs formeront, par Icur ensemble, une surface polycdrale 
indefinie. £n faisant tourner chacunc des faces autour d'une de ses areles, 
on pourra ramener toutes ces faces indefinies dans un mdme plan, et 
etliler la surface polyddralc sur un plan sans alterer les longueurs des 
lignes trades sur cette surface, Cctlc proprield nc cessc cvidcmmcntpas 
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de subsister lorsque, tous les sommets du polygone a^yde.,. se rappro- 
chaat iadefinimenl les uns des autres sur rar6te de rebroussement, ses 
c6i6Sy ou les aretes de la surface poly^drale, tendent ind^finiment k se 
confondre avec la surface ddveloppable, lieu de ces tangentes, et ses 
faces ont pour limiteSy comme nous le verrons, les plans tangents k cctte 
ddveloppable. La propri^td subsistc done pour cette surface limite, et 
touts surface d4veloppable peut itre appliqu4e sur un plan sans alUror 
tinn des Aliments de longueur des lignes trades sur cette surface. 

On dit souvent que deux generatrices consdcutives ne se eoupent pas, 
dans une surface gauche, tandis qu'elles sc eoupent toujours dans une sur- 
face developpable. Ce langage inexact doit 6tre cntendu dans ce sens, que 
la plus courte distance de deux gdn^ratrices infiniment voisincs etant du 
premier ordre dans les surfaces gauches, et d'un ordre sup^rieur dans les 
surfaces developpables, peut ^tre negligee dans cclles-ci et non dans les 
premieres, lorsque la question n'exige que la consideration des infini- 
ment petits du premier ordre, 

Exercices. 
i . Surface dont T^quatioD est xyz = a'. 

^ rt K 

Plan taneeD t: -H h-=3. 

« y « 

Normale : a? (| — «) a=s y (,j — y) = « (5 — a?). 

•. Trouver, en coordonndes rectangles, 1* la distance P de Torigine O au plan tangent 
k une sorfacc z=if(x^ y) \ :2« le lieu du pied (rci, yi, z,) de cette perpcndiculaii-e, ou 
la podatre de la surface par rapport au point 0; 5* la norraale & cette podaire. 

R. On a 

L*^ation de la podaire rcsulte de Telimination de ar, y, z entre r^quation de la 
surface et les suivantes r 

«, — « = p(x,— «) + ^(y, — y), ^=^=-^. 

En eliminant p et 9 on trouve 

(*i ^«)»i -*- (yi — y) Vi -*- (*i — »)«! =0, 
equation qui, differentiae, donne 

«i<to+yidy-t-«i<to = (2«j— aj)d«, -i-(ayi —y)dy 1-4- (2*1— 2) dz^. 

Le premier membre ^tant nul, le second Test aussi, ce qui montre que toute tangente 
a la podaire au point ff|, y^, z^ est perpendiculaire a la droitc dont les cosinus direc- 
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X y z 

tears 8ont proportionnels it «| ) y. — i., z* ; la nomtaic a la podaire nl 

z 2 Z 

done la droiU qui foint U poini {x^ , y^,z^) au milieu du raifon vedeur^ mend de Vori- 

gine au point {x, y,z). 

S. Plan tangent et podaire de la surface 



(0"KO"K-:)=- 



a"» 6* 1^ ' 

(o«,)--» ^ (6y,)»-» -H (c;r,)--» = («J -4-yl + s?)-^«. 

Pour m s= a la sarfaee doonde est an ellipsoide, sa podaire est la eurface d^Uaelieiti 
de Fresnel. 

4. Un point («|, yi, S|) dtantpris poar|>d(e|Ie plan C«| -4-iiyi -l-C>i =^ est sod 
planpolaire par rapport it Torigine 0, A;* dtant constant. La polaire rdeiproque (S') d^ane 
surface (S) est le lieu du pdle du plan tangent k cette surface ; prouver que, reciproque- 
ment, ie plan tangent k la surface (S') en un point, a pour p6le le point de contact du 
plan tangent k la surface (S) au point correspondant. 

B, La eurface dee ondee a pour Equation 

RS — T-i-^=:o, 
oik Pon a posd 

^ = a*6V, a>6>e. 
L*equation du plan tangent est 

«[a« (a-*«-€")-i-S](5-^)-f.y[6«(R— c«— a«)-4.S](u— y)+J [c«(R— «■— t^+S](5— *)=o. 
Soient o' = ±:K6" — c*, 6'=|/o" — c", c'=±l/a" — 6«; les quatre points 

sont des pointo eingtdier$y ou 11 n*y a pas de plan tangent. Le lieu des tangentes est ud 
cdne du second degre qui a pour Equation 

xei z ayant les valours ci-dcssus. 

•. Soient x = m2 -4- a, y = n^ + ^ les Equations de la generatrice d*une surface 

rdglee, m, n, a, fi etant donn<Ss en fonction d*un paramitre variable I. Pour que la 

surface soit dereloppable, il faut que les differonlielles des paramitres par rapport a i 

satisfassent a la relation 

cfmd/3 — ditda = o, 

et, dans cc cas, la plus courte distance dc deux generatrices consecutivcs est; nou du 
second ordre, mais du troisiime par rapport a tA, 
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CHAPITEB XIII. 

SUITE DE LA TH6ORIE DES COURBES A DOUBLE COURBURE. 

Plan osonlateiiri oonrbiire et torsion. 

1S6. Le plan oseulateur^ ea un point M d*une courbe gauche, est la 
limite du plan men^ par ce point, et par deux autres points M% M'', infini- 
mentYoisins du premier sur la courbe. 

Gonsiderons toujours les coordonn^esrectangulaires de la courbe comme 
fonctions d'une m^me variable inddpendante f, et soient t, (+ Af, f h- 2A^ 
les Taleurs dc la variable qui r^pondent aux points M, M', M" ; les cooi*- 
donn^es de ces points seront respectivement M(x,y,z),M'(x+Ax, jr+Ay, 
z -¥• A«),M"(x -*- 2Ax -*- A*x, y -+• 2Ay -♦- A*y, z -*- 2Az -♦- A*je). 

Soient (S, y), ^) les coordonn^es courantes du plan passant par ces points, 
et X, Y, Z les cosinus directeurs de la perpendiculaire k ce plan : la condi- 
tion de passer par le point M donnera I'^quation 

(a) X(?-x)4-Y(>i-y) + Z(C~z) = o. 

Le plan devant aussi contenir le point M'^ on aura 

(6) XAx -*- YAy -*- ZAz = o, 

et les coordonn^es du point M" devant ^galenient satisfaire & T^quation du 
plan, il viendra 

X(2Ax -4. A»x) -f. Y(2Ay -t- A«y) -f- Z(2Az ^ A«z) = o, 

Equation qui se rdduit, par la pr^cedente, & 

(c) XA«x -I- YA«y -h ZA'z = o. 

Si Ton divise respectivement par A/, At* les Equations (6), (c), et que 
Ton fasse (endrc At vers zero, ce qui revient & supposcr que les points 
M\ M" se rapprochcnt inddfiniment du point M, on trouve que les 
valeurs limites de X, Y, Z satisfont aux Equations 

iX* + Y«H-Z«=.i, 
\dx -*- Ydy H- Zdz = o, 
Xd«x -H Yrf*y -^ Zd^z = o, 

(les deux dernieres ayant iie muUiplides respectivement par dt, df^). 
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R^solvant ce syst^mc par rapport ^ X, Y, Z par la m^tliocle bien 
on irouve 

M ^ = 1 5^, 

' dt/cPz — did*y dzd'x — dxd*z dxd'y — dgd*x 

ct la substitudon de ccs valeurs dans r^qunlion (a) donne, pour I'^ualion 
du plan limilc, 

(3) (5 - 1) (dyd^' — dzd*y) + (>i -y) idzt^x - dxiPz) 
•*- (C — «) (dxd^y — dtfiPx) = o. 
Le plan passant par M, M', H" tend doDC vers une position limite, et 
r^quation de ce plan osculateur s'obliendra en rempla^anl, dans I'equa- 
tion (3), dx, dy,... par leurs valeurs d^duiLesdes Equations de lacourbe. 
II est bon d'observer que les ternies deNqualion (3) 
se deduisent I'un de I'autre par une ftrmutatUm tour- 
nante. 

I89. Soil MT la langente k la courbe, au point H; 
le plan passant par la tangente BIT, el par wt point 
infiniment cotiin H', a povr limite le plan osculaleur en M. En cffet, si 

X(E-i) + Y(„-y)-^Z(?-7) = o 
est encore I'^qtialioD du plan variable, la condition de passer par la tan- 
gente dont les Equations sont 

g — it ^ t; — y _ ;;_z 
dx dy dz 

^tablira entre les cosinus X, T, Z la relation 

Xiir -I- Ydy + Zd« = o ; 
et la condition de passer par le point H', la relation 
XAa: -*- YAy ■*■ ZAi = o. 
Mais on a 

dx . d*x AC . . 

dl (f(* 3 ^ 

subsliluant dans I'cquation pr^c^dente, observant que le coefficient de A( 
est nul par la premiere condition, divisant par Al* toule I'cquation et pas- 
sant k la limite, on trouvera 

\d'x -*- Yd'y -t- Zd^z -= o. 
Les Equations qui dCterminenl les cosinus X, Y, Z, rclalifs au plan 
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limile, sont done indentiques avcc les Equations (i), done ee plan Ijmitc 
coincide avec le plan osculateur. 

187. On trouve encore le plan osculateur en cherchant la limite du 
plan meni par la tangente MT et par une paralUle MTi d la langente WT 
en un point infinimeni voisin M\ 

On a d'abordy comme ci-dcssus, pour le plan passant par la tangente 
MT, les Equations 

X{l-x)^Y(n — y)^Z{}; — z) = o, 

Xdx -*- Ydy -¥- Zdz = o. 

Le passage du point M au point M' se faisant par le changement de t en 
( -4- Af, les diffi^rentielles des coordonn^es sont, au point M', dx + Acfx, 
dy -¥- Adyy dz + Ldzy et les cosinus directeurs de la tangente M T' sont 
respectivement proportlonnels k ces quantitds(176). La direction (X, Y,Z) 
devant ^tre perpendiculaire & cette tangente, on a 

X(dx -♦- Adx) -4- Y(rfy -♦- Ady) -*- Z (dz -♦- Arfz) = o, 
et cetle Equation se rdduit k celle-ci : 

XA(ix + YAcfy + Ztkdz » o, 
qui, diYisee par Af, donne & la limite 

Xrf*x -H Yd^y -^ ZdH =» o. 

Le plan limite satisfait done encore aux Equations (i), et ne pent differer 
du plan osculateur. 

Cette propridte,rapproch^ede cequi a^te dtabli aun" l8S,nous montre 
que le plan tangent a une surface d^veloppable le long d'une g^nc^ratrice, 
coincide avec le plan osculateur de Tar^te de rebroussement de la deve- 
loppable au point ou cette gdndratricc touche I'ar^te. 

188. Deux plans osculateurs infiniment voisins se coupent suivant une 
droile, qui a pour limite la tangente. 

Solt en effet, 

X(5 — x) + Y(yi -. y) H- Z(S -- z) = o 

Fequation du plan osculateur de la courbe, en un point M. Le plan oscu- 
lateur, au point infiniment voisin M', aura pour Equation 

(X-*- AX)(?-^fl:— Ax)-4-(Y-*-AY)(>i - y— Ay)-i-(Z-4- A«)(S— i5— Az)«=o, 

A designant toujours les accroissements dus a raccroissement A^ de la 
variable inddpendante. La droite, intersection de ces deux plans^ satisfait 
k ces deux Equations, et, par suite, k celle-ci : 

(5 — x) Ax -4- (ti — y) Ay -t- (? — z) Hz — (XAx -*- YAy -♦- ZAz) = o, 
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ou I'oa n^lige les termes du 2~*ordre AXAe,.... Dimant par A(, pns- 
sant k la IJmite, et observant que Xdx+ydy-*-Zdz est nul par les rela- 
tions (i), on tpouve done que la limite de riatersectiaa des deux plans 
oscalateurs est representee par les deux Equations 

t X(5-x)-*-Y(n-y)-i-Z(;-2) = o, 
j (g_x)dX+(n — y)rfY -+-(? — z)rfZ = o, 
U reste a Thriller que les coordoon^es de la langenie satisfont k ces deux 
equations. Cela est evident pour la premiere ; quaut k la seconde, elle se 
riiduit par la substitution dc dx, dy, dz k S.—x, r,~y, X,—z, i cellc-ci : 

AXdx -t- dHAy -t- dUs « o, 
qui est une identite. En effet, si I'on differenlie completement la seconde 
des equations (i), et si Ton a ^ard Jk la troisiemc de ces equations, on 
tombc sur la relation precedents Le tbeoreme est done dcmontre. 

1S9. Dans les courbes f auches camme dans les courbes planes, la 
courbur«en un point est le rapport de I'angle forme par deux langentes 
infiniment voisines i Tare compris entre leurs points de contact, pris ii la 
Umiie ; seulement, en general, les deux ungenles ne se coapent pas. Cette 
courbure se mesure aussi par celle d'un cercle qui a en tons ses points 
une courbure egale & eetlc de la courbe au point consideree, et dont le 
rayon se nomme le rayon-dt courbure de la courbe en ce point, 

D'apris celB,soient M,H' deux points infiniment Toisins sur la courbe; 
MT, M'T' les tangcntes correspondnntes, menees dans le memo seas ; MTi 
paralieic h H'T; R le rayon dc courbure en H. On aura 
I ,. angle TMTi 
R="'"" arc MM' ' 
Oecrivons, du point M eomme centre et avec un rayon egal k I'uniie, 
I'arc de cercle TT. qui mesurera Tangle THTi ; 
menons sa corde TTi=y, et nommons X, (*, w les 
cosinus directeuri de cetle droilc, dans le sens 
TTi. Soient enlin A«la longueur de Tare MM'; a,P,7 
les cosinus direcleurs de la tangenle MT. Ceux de 
lalsngenteM'T'eiant a-t-Aa, P-t-4^, 7-*-^7> 
si I'on projctie sur I'nxe des x le contour iriongu- 
laire MTTiM, on trouvera evidemment 

« -*• </A — (a -<- ^x) = o, ou ^a =- ?J. 
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Divisons par As ct observons que 

£i8 arc MM' R 

il vient, a la limile, 

. d« ) rf(3 II dy V 

^♦' di~R' Ts~r' 'd8~R' 

les deux derniires Equations dtant obtenucs de la m^me mauiere par la 
projection sar les axes des y et des z. Les cosinus direcleurs X, jul, v se 
rapportent ici k la direction TTi, prise d la limite. 
On d^duit d'abord, des Equations ci-dcssus^ la relation 

ou 

d« 



(5) R = 



/da« -♦- d(3» -♦- dy* 

qui fait connaitre le rayon de courbure, a, P et y etant d^jk conn us. La 
quantity |/da'-bd|3'-+-dy' s'appelic l^angle de corUingenee^ il est clair, en 
effet, qn'elle repr6sente Tangle de deux tangentes infiniment voisines, 
lorsque Ton rcgarde da, d(3, dy comme les accroissements infiniment petits 
dc a, (3, y et que Ton ndglige les termes d*ordre sup6rieur au premier. 

tM. Quant k la direction (>, |ji, v) d^finie par les equations (4), remar- 
quonsque la cordeTTi est dans le plan TMTi qui a pour limits (189) le 
plan oscalateur de la courbe en M ; que Tangle MTTi qu'elle fait avec la 
tangente a pour limite go"*, puisque les angles en T et Ti sont dgaux et 
Tangle en M infiniment petit. La droite TTi a done pour limite une 
perpendiculaire k la tangente MT, mcnde dans le plan osculateur; elle est 
d*aiileurs dirigee du m^me c6td de cette tangente que le point M'^ 
c'est-&-dirc du c6U ou la courbe toume sa concavM. 

La parallele MZ k cette droite limite^ tirde du point M^ se nomme la 
normale principale ; elle coincide evidemment avec Tinterscction du plan 
normal et du plan osculateur au point M; sa direction est d^finie sans 
aucune ambiguity par les equations 

A = r!^-, a = R$, v = R^. 



ds' ds ' ' '^ ds 



18 
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191. L'expression du rayon de courbure (5) peut ^tre traiiformee de 
diverses maniires. On a d'abord (176) 

dx p. dy dz 

ds* " ds^ ' ds^ 

At rfflt J ^ ^ {dsd^X'-'dxd'sY'^(dsd^y—dyd^8y'^{dsd}z—dzdUY 

D^veloppant les carr^s, et observant que de T^galitd 

rf«« = dx* -¥■ dy' -♦- rfz* 
on tire 

dsdU = dxd*x -i- dyd^y -♦- dzd*Zi 
on obtient 

dai -4. rf(3* H- df=—^ '1 ^^ 

d^x* -^ dY -^ d'z^ — rf^3^ 

d'ou 

ds^ 

(6) R = 



On a encore, en eliminant rfs% dV, 



(dx* -4- t/t/* -♦- dz*' 



|/(rfx* -fr- rfy* -♦- rfz*)(ci*x" -*- dY -*- d*z*) — (dxrf*x H-rfyrf'y -+- rfzt/ 'z)* 
ou enfin, usant d'une transformation connue (8), 

(rfx' + dy» -4- dz*y 

l/{dyd*z — rfzrf'y)* h- (rf«d*x — rfxrf*«)* h- (rfxd'y - dyd'x)' 

R est ainsi exprimd en fonclion des dilfercnticlles des coord onnecs 
seulemcnt. Nous dt^signerons d^sormais par A^ R, C les eoeOicients de 
^, y], ^ dans I'equalion du plan osculalcur, en sorte que 

(7) A = dyd*z — dzd^yj R = dzd^x — dxd'z, C = dxdhj — dyd*x. 

La rayon de courbure s*exprimera alors comme il suit : 

d«» 



(8) R = 



j/A* -♦- R* H- C 
199. On nommc cerc/e de courbure, en un point donnc M d'une couibe, 



— 243 — 

un cercle (jui a ni^me courbure que [a courbe cd ce jioinl, et est plac^ de 
maai^re 4 rendre sensible cette dgnliifi des courbures, c'est-ii-dire, dans le 
plan osculateur en H, tangent 4 la courbe en ce point, et tournant Ea 
concavity du mitae c6\4, 11 est visible que aon centre Z esl sur la norniale 
principale, a une dislnnce R du point M {x,y,z); les coordonnees (xi,yi,ii) 
de ce centre soni done donndes par Ics ^nations 

x, — X = RA, yi — y = R[i, Xt — z = Rk, 
ou 

199. On pent donner, du rayon dc courbure R d'une courbe gaucbe, 
une expression g<!om^trique semblablc a celle que nous avons doanee pour 
les courbes planes (flSO), etquise deduitaussi do ce th^oreoie, semblable 
a celuidu a- 147 : 

L'angle TMM' eompria entre la corde (fun arc infiniment petit et ta tan- 
genle, dans une courbe gauche, est la moitie de l'angle TWT, des tangentes 
aux exlrimilit de eel arc, aux quaatitis pris (Tun ordre 
auperivur d cet angle. 

Ilsuflit, pour^tablir cetle propridte, de projetersur 
le plan osculateur en U I'arc MM', sa corde, la tangcntc 
91 'T' dont la projection m'l' toucbcra en m' la projec- 
tionHm' dc la courbe. On sait (147) que, dans la courbe plane Mm', I'egaliKi 

angle THm'= - angle Tnt' 

a lieu, lorsqn'on oblige des quantity infiniment petites par rapport h ces 
angles. Or, le plan M'HT, men^ par la tangeate HT et la eordc MM', fait 
uD angle infiniment petit avec le plan osculateur (186) ; l'angle TMM' el 
sa projection TMm' different done d'une quantite infiniment petite pai- 
rapport I eux-m^mes. II en est de m^me de l'angle des tangentes HT, 
M'T, et de sa projection Tnt', paree que le plan TMTi parallilc aux 
deux tangentes infiniment voistncs, fait un angle infiniment petit avec 
le plan osculateur (187). L'^alit^ pr^c^dente subsiste done, lorsqu'on sub- 
slitue TMM' i, TMm', TMT. i Tnl', ct I'on a 

angle TMM' = - angle TMT, , 

Ics quanlitcs ndgligiSes elant d'ordre sup^rieur k ces angles. 
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Cell pos6, on al>ai$sera du point M' une perpendiculaire HTsurli 
tangente en M, et Ton d^montrera, par un raisonnemeni ideotique 1 
celuidu n-1M, I'dgalit^ 

L«g considerations qui pr^ident monlrent sussi facilement que le njwi 
et le centre de courbure, en un point d'unc courbe gauche, colacident 
avcc le rayoD e( le centre de courbure relaiirs a la courbe plane, projeciioa 
de la courbe donn^e snr son plan OGCulateur au point donn^. 

194. La courbure coasiddr^ jusqu'ici dans les courbes k double coar- 
bure est la seulo qui exisie dans les courbes planet, on elle se deGnjtde 
m^me. Mais, dans les courbes gauches, il y a lieu de considdrer unc 
seconde esp^ce de courbure, r^ultant dc la deviation siiccessJTC du plan 
osculateur k mesure que Ton cbemiae sur la courbe, et a laquelle, pour 
In distinguer de la premiere, on donae Ic nom de torsion. 

L» torsion, en un point H d'uoe courbe gauche, est la limite du nppoK 
de Tangle compris enlre les plans osculateurs en deui points iafiaimeni 

Ivoisins H et H', k Tare de courbe MM' compris 
entre ces deux points. Pour calculer ctUe 
limile, on proc^dera comme dans le c» de li 
premiere courbure. Elevant au point H des 
normales HD, HU| aux deux plans oscnla- 
teurs cun^ucuiifs, Tangle compris entrc ces normales est ^al a celui des 
deux plans, et est mesur^ par un arc de ccrcle DCi, de rayon i, d^rit 
de H corome centre et termini k ces deux normales. Projetant le cooioar 

MUUiU sur les trois axes courdonn^ successivement, el d&%nanlpsr- 

la torsion, parX,Y,Zles cosinus directeurs de la perpeodiculaire au piae 
osculntcur, on irouvera comme au n* 189 

I |/dX' fiPi'-h dZ' 
f^ ds 

Heprcnons les Equations 

/ X* + Y'-«-Z' = i, 

(i) j Xdx-t-Yd!/-t-Zdz = o, 

{ Xifx ■*■ Yrf'y -I- Zd'z = o, 
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etdifiKrentions-Ics en ayant dgard h la troisi^me; i1 vicnt 

MX -+. YdY -*. ZrfZ = o, 

dxdK -♦- dydY -♦- dzdZ «= o, 

d*xdX -+. d'ydY -*- d«zrfZ = — (Xd»x + Yrf'y -♦-Zd'x). 

R^solyant ces iSquations par rapport k dX, dY, dZ par la m^thode 
coonue, et observant que le denominateur commun X{dyd*z — dzd}y)'\- • • 
n'est autre chose que AX + fiY + CZ, on trouvera 

rfX dX dZ Xci»x -4- Yci»y ■»- ZdH 

Ydz — Zdy^Zdx — Xdz'^Xdy — Ydt"" AX ^ BY"TCZ~ ' 

et ces rapports dgaux sont encore Equivalents, d*apr&s unc propriety 
connucy k 

|/rfX^ ■♦- (JY* -♦■ rfZ« 

|/(Yrfz — Zdy)* -4- (Zrfx — Xdz)« -H {Xdy — Yrfx)» 

Mais la quantity sous le radical, au denominateur, se rdduit k 
(X« -4- Y* -f- Z*) ((ix« -♦- rfy« -♦- rfz«) — (XAr -+- Ydy -*- Zrfz)« = rf«% 

done la fraction ci--dessus n*est autre chose que d= - > done 

I Xd»x -4- Yd»y -4- Z(i»z 

t"^ ax -4- by -4- cz ' 

et si Ton remplace X, Y, Z, au numc^rateur et au ddnominateur, par les 
quantitds respectivement proportionnelles A, fi, G^ en vertu des formules 
{2), on aura enfin 

I Arf'x -+- Brf'y -4- Cd^z 



(9) 



T A« -4- B« -4- C« 



pour Tcxpression de la torsion. II suffira dy remplacer A, B, C par leurs 

valours (7), et de determiner le signe de mani^re a obtenir pour T une 

valeur positive. On appelle la quantity T le rayon de tortionf par analogic 

ds 
avec le rayon de courbure, et— est Pangle de torsion, 

Remarque. Lorsqu'une courbe est plane, Ics plans osculateurs en tous 
ses points coincident, et la torsion est nulle en chaque point. Cctte condi- 
tion est exprimde par TEquation 

AdPa? -4- Bd*y -4- CdH =s o, 
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ct r^ciproquement, il est facile de verifier que cette relation signifie que 
tou» Ics points de la courbe sont dans un plan. En efTet, Nquation d'un 
plan quelconque 

ax -♦- 6y -♦- C2 -♦- rf = o, 

difTcrentiee trois fois, donne 

adx -♦- bdy-^cdz =» o, ad*x-4- 6d*y-4-crf*« = o, cd'x-*-M'yH-crf'jE = o, 

et r^limination des constantesa, 6, c entre ces trois Equations conduit k la 
condition unique 

{dyd^z — dzd^y) rf'x -4- {dzd^x — dxd*z) dhj -♦- (dxd^y — dyd^x) d^z = o, 

k laquelle doivent satisfaire les coordonndes de la courbe. Or, cette equa- 
tion n*est autre que cclle que nous avons donn6e plus haut. 

196. Lc plan CMUi mend par les droites MU, MUi, est perpendiculaire 
k rintersection des deux plans osculateurs inGniment voisins, qui a pour 
limite la tangente en M. Ce plan a done pour limite le plan normal, et la 
droite UUi, situ(^e dans co plan et faisant avec MC un angle qui tend 
vers go**, est ividemmentf d la limite, parall^e a la normale principale. 
Ses cosinus directcurs sont dbX, d=^, d=v. 

D*apres cela, si Ton projette le contour MUUiM sur les trois axes coor- 
donnds, comme il est dit plus haut, et si Ton raisonne commeau n** 189, 
en convenant d'affecter T du signe + ou du signe — selon que MDi fait 
un angle aigu ou obtus avec la normale principale MZ, on trouvera 

dX I !^_(f ^ — « 
Is^T' Is'^f rf*""!* 

Exercices. 

1. Helice ch. XX, ex. 1. 

Plan osculateur : 

fy — ^a? — (? — «) o tg T = o. 

Cosinus directeurs de la normale an plan osculateur : 

X = 1 Y = » Z = sin T. 

a a 

Rayons de courbure ct de torsion : 

„ o a 

n ^ -T-r— » T=— r 



sin* T sin t cos t ' 

ces deux rayons sont constants. 
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Cosinus directeurs de la normale priodpale : 

X y 

A = — -, /* = — -., wo; 
a a 

ello se coafoDd afee la perpeodiculaire abaiss^e du point dono<S sur Taxe du cyliDdre. 
Centre de courbure : 

ari = — oj cot" T, yi = — y col" t, Zt = z. 

Lieu du centre de courbure : 



m" . », w" z, _ . tn* 

«,=— -—sin-J-; y,=-.---cos-i, «« + y? = — •, 



€*e8t une h^lice d^crite sur un cylindre de rayon — • 
•. Coorbe repr&entde par les Equations 

0!" «» 

2a 6o" 

interseetion de deux cylindres paraboliques. 
Cosinus directeurs de la tangente : 

a X 



o-4-y a-^y a-^y 

Equation du planosculateur : 



a a 6a" 



DiiTerentielle de I'arc : 



. . / ^ X* o-4-y . 

di=sdx\/ i-l — --\ 7 = ^dx. 

V or Aa* a 



4a' 
Normale au plan osculateur : 

X=:-^^ = y, Y = = — ^, Z = — — =«. 

o-t-y a-hy '^ a-4-y 

Rayons dc courbure et de torsion : 

a OL* 

Normale prtnclpale : 

Centre de courbure : 

o« — y" 

«|= — 3«, y, aayn 2-, ar|=:«-4-4«. 

a 

S. Si Ton projette une courbe quelconque sur un plan passant par la tangente en un 
point M, et faisant un angle avec le plan osculateur en ce point, les rayons de courbure 
de la courbe et de sa projection, en M, sont li^ par la relation 

R=rR, cos 9. 
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4. Ddmontrcr les formules suiVantes : 



dl 



=-(my. ^.'-(i^iy *=-(M)^. 



•. Les equations d*UDe courbe ^Unt donn^cs sous la forme x=:^{t), y=x(<), 
z:^^ («), d^moDtrer les relations 



I „»- .». I iH-R 



'a 






RT ' " ^ R«T» R* 



-» 



•. Soient M, M' deux points infiniment volsins sur une courbe gauche ; t Tare MM'; 
R, T les rayons de courbure et de torsion eo M. D^montrer que la distance $ du point M' 
au plan osculateur en M, la plus courte distance ^ les tangentes en M et en M', la diffe- 
rence t entre Pare » et sa corde, ont respectiTcment pour expressions 

8» «» «■ 



6RT Z2RT 24RT 

aux infiniment petits pr^ du i< ordre. 

V. Dans une courbe traciSe sur la sphere, le cercle dc courbure en un point M a pour 
pole, sur la surface sph^rique, le point de rencontre des arcs de grand cercle normaux 
k la courbe, aux points infiniment voisins Bl et M'. Ce cercle se confond avcc rintersee- 
lion de la surface et du plan osculateur dc la courbe au point M. 

9. En designant par Pinclinaison du plan osculateur en Af sur le plan tangent a la 
sphere, par t Tangle des grands cercles tangents k la courbe en M et en M\ on trouve 



t=-^cose, RrssinOy tgft= — , T==--> R« 



Kf- 



•. La courbe etant rapport^e k une origine A sur la sphere, par les eoordonnees 
sph^riques p et m (cb. XX, ex. i), V ^tant Tangle sous fequel la courbe coupe son 
rayon vecteur p, ou trouvera 



^^=:iir-rT7rrr7» tg« 



(— s)' 



dV + eospdt, ■" / «*?•.. \ d'p . 



(ag-Hsinv) 



eoip—^stnp 



fermules qui serriront i determiner le pile da eercle de courbure. 
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CHAPITEE XXIII. 

SUITE DE LA THfiORIE DES COURSES A DOUBLE COURBURE. 

Droite poltire, surf mm polaire ; Bphdre osoulitrioe et d^Telopp^es. 

196. La droite polaire, pour un point M d'une courbe gauche, est la 
limite dc la droite, suivant laquelle le plan normal en M est coup^ par un 
plan normal infiniment voisin. 

Soicnt (x, y, z) les coordonn^es rectangulaires du point M ; (x h- Ax, 
y + Ay, z + Az) celles du point M'; N := o liquation du.plan normal 
en M (1 T7). On en d^duit celle du plan normal au point M' en cbangeant, 
dans r^quation N «= o, s, y^ z en or + Ax, y + Ay, z + Az, dans tous les 
termes qui dependent des coordonn^es de la courbe : soit N-t- AN=o 
r^quation qui resulte de cette substitution. Les coordonn^es (S, vi, () de la 
droite, intersection des deux plans normaux, v^rifient h la fois ces deux 
equations et par suite I'dquation AN = o; ou encore celle-ci : 

AN 

Ar=°> 

que Ton obtient en divisant la prdc^dente par Taccroissement Atqueprend 
la variable f, dont dependent les coordonnees de la courbe, lorsque Ton 
passe du point M au point M^ Ces points se rapprochant iUilt^finiment, A( 
tend vers z6ro, et la droite limite satisfait aux Equations 

N = o, dN = o, 

la differentiation indiqude ne portant, comme il resulte des raisonnements 
qui prdcident, que sur les quantitds qui dependent dc la variable ( dans 
IMquation du plan normal, et non sur S, y;, (. 

D'apr£s cela, les dquations de la droite polaire, au point dont les coor- 
donnees sont (x, y, z), seront 

(i) ( (5-«)d«-^(>J— y)rfy-^(C-x)rfz = o, 

( ($ — x) rf*& -H (>j - y) rf*y .f. (S - z) d^z - d«« = o, 
a cause de la relation 

dx' -♦- dy* -♦- dz* = cfe'. 

La droite polaire coincide avec la normale auplan osculateur, Hevie par 
le centre de conrbure. En effel, Tinterseclion des deux plans normaux ^lanl 
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perpendiculaire k la fois aux tangentes a la conrbe en M et en M% est per- 
pendiculaire au plan mene par la premiere parallement k la seconde, 
plan qui a pour limite le plan oscnlateur; la droile polaire est done nor- 
male au plan osculateur, et il reste k faire voir qu'elle passe par le centre 
de courbure Z. 

Les coordonndes de ce dernier point sont (199), en conservani les nota- 
tions du chapitre precedent, 

X| CSS X + RX, y, = y -+. R|x, Z| = z -h Rv, 

Substituons les k^, ri,}^ dans les Equations (i); la premiere est dvi- 
demment satisfaite. Quand k la seeonde, si nous prcnonsFarc pouryariable 
ind^pendante, elle pent s'^crire comme il suit : 

{I ^x)da'^ (>) — y) rf(3 H- (? — z) dy = ds, 

d'ou nous tirons, en verlu des Equations (4) du n? 190, 

(g-.x)X-*-(yj-y)(x-*-(?~x)v = R. 

En y substituant les valeurs de x^, yi, Zi au lieu de ^^ 779 ^9 on obtient 
ridentit^ 

La proposition est done d^monlr^e ; et il en r^sulte que les Equations 
de la droite polaire peuvent s'ecrire 

, V 5 — art » — yi ? — «i 

{2) -X Y -T- 

197. On appelle surface polaire d^une courbe k double courbure la 
surface r^lde^ lieu des droiles polaires correspondantes aux difii^rents 
points de la courbe. Son Equation s'obtient, pour une courbe donn^e, 
en dliminant x, y, z entre les equations de la courbe et les equations de 
la droite polaire relative k un point quelconque. 

La surface polaire est ddveloppable. Pour le d^montrer, chercbons 
d'abord, sur la droite polaire representee par les Equations (i), la limite 
du point oil cetle droite est couple par le plan normal infiniment voisin, 
qui rdpond au point M'(x + Ax, y + Ay, z + A2). Repr^sentons encore par 
N=o, rfN=o, les Equations de la droite polaire; par N -♦- AN=o I'^qua- 
tion du plan normal en M'; le point d'intersection (^^ ri, ^) satisfera k ces 
trois Equations, et par suite k celle-ci : 

AN = o. 
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Mais si Pon considere N comme fonction dc t, et qu'on developpe AN par 
la formule de Taylor, on a 

AN=-i-At -*--TT — •!-...? 

ct commc dN est nul, puisque ly yi, 2^ satisfont k la socondc Equation dc 

A<* 
la droite polairc^ I'dquation AN = o, divis^e par — > devient 

rf*N 

-r-r -^ PA( -H •. . = o. 

at* 

A la limite, A( est nul, et le point {ly yj, Q satisfait & I'^quation d*N==o, 
jointe aux Equations dc la droite polaire. Comme ^, yi, ^ sont constants 
dans cette differentiation, Tdquation (i(*N es o se r^duit h 

(I — x) rf»x -♦- (y; — y) d*y -♦-($—«) d»« — 3rf«rf*5 = o, 
a cause de la relation 

dxd^x •¥■ dyd^y -i- dzdH = dsd^s. 

D'apres cela, si nous designons par (a/, y\ z'] les coordonndes du poiqt 
limite 0, ce point sera d^termind par les trois equations 

!(x' — x)dx -^ (y' — y)dy -¥- (z' — z)dz = o, 
(x' — x) d'x 4- (y' — y) d'y -♦- (z' — jz) dH — ds« =» o, 
. (x' — x) rf'x -4-(y' — y)d^y'¥- (z' — z)d'z — 3d«rf*«==o. 

Le lieu du point 0, consid^rd successivement sur chacunc dcs genera- 
trices de la surface polaire, est une certaine courbe OO'O"...; demontrons 
que touie droite polaire est tangente & cette courbe. Pour cela, diffdr 
rentions complitcment les deux premieres Equations, en considdrant 
x^, y', z', X, y,..., comme fonctions de la m^me variable f. Nous aurons 
successivement, en rdduisant au moyen de la seconde et dc la troisiime 
Equation (3), 

dx'dx -♦- ^y'rfy -♦- dz'dz = o, dx'd*x -^ dy'd^y -♦- dzld^z = o; 

d'ou 

rfx' dy' dz' 

dyd*z — did*y dzd*x — dxd^z dxd'y — dyd*x 

Ccs Equations, qui peuvent (18S) sc metlre sous la forme 
, . dx' dy' dz' 

nous apprcnnent que Ics cosinus dirccteurs dc la tangente a la courbe, 
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lieudu point (x*, I/', z'), sont proportionnels & ceuxde la droite polaire sur 
Inqucllece point se trouve; les deux droites coincident done. Doaelaavr- 
face polaire est une gurfact diveloppabU, et la courbe, lieu du pomt O 
difini ci-deisus, ett sonarite de rebrotuienuHt. 

Un obtieadra les Equations de cette courbe entre x',y',z' en ^liminant, 
entre les dqualions (3) ct ccliex dc la courbe donn^e, les variables x, y, z 
et leurs diff^rentiellcs. 

On trouverait la m^mc courbe, comme il est Tacile de le yoir, en cbor- 
chant le lieu du point d'intersecUon dc (rois plans normaux infiniment 
voisins, considdrd h ta limilc. 

1M. Lc plan tangent i ] a surface polaire, le long de la gen^ratrice 
O'Z' coincide (184) avec la limile du plan mcn^ par celte gi^n^ratricc, 
parallel em cut ii In g^n^ratrice infinimcnt voisinc O'Z'. Mab les droilesOZ, 
O'Z' ^ taut respectivement normales aux plans osculnteurs en HctH', 
tout plan qui Icur est parall^le eat normal, k la limilc, & la langeate HT 
k la courbe donnde. Done le plan normal d la courbe, en tin point M, 
louche la turface polaire le long de la gini- 
ralrice qui corretpond au point M. 

Le plan normal Ik la courbe est, d'apres 

cela, osculalGur dc t'ar^ie de rebroussement 

dela surface polaire, au point correspondnnt; 

il s'ensuit que I'anglc de deux plans normaux 

infinimenl voisios, dans la courbe, est dgnl 

k Tangle des deux plans osculaleurs correspondanls de Tar^te; et 

d'autre part, les tangcnles ii cetle-ci dtani normales aux plans osculateurs 

de la premiere (197), Tangle de deux de ces tangentes infiniment 

Toisines, OZ, O'Z', est dgal k I'aDgle des plans osculateurs correspondanls 

dans la courbe proposde. 

II suil de Ik i" que I'angle de conltngence (Tune courbe gauche, en un 
point, igale I'angle de torsion de I'arite de rebroussement de la surface 
polaire au point correspondant; 2° que I'angle de contingence de Parite 
est egal d I'angle de torsion de la courbe proposie. 

On volt Bussi facilemcnt que la normale pHncipale dc I'ar^te, au 

point O, est paratlclc i la normale principale de la courbe, au point M. 

199. Si par un point donnd H, et par trois autres points infiniment 

voisins H', M'', M'" sur la courbe, on fait passer nnc sphere, la limite dc 

celle-ci est la tphire osculatrice dc la courbe en M. 
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Demonti'ons que cetle sphere limite existe, et calculous les cordonn^es 
{x',y',^) de son centre^ ainsi que son rayon r. Concevons que les points 
M, M', M", M'" repondent respeclivement aux valeurs «, J-t-At, t-*-2At, 
t+3Af de la variable independante qui determine chaque point de la 
eourbe donnee. L'^quation de la sphere qui passe par ces quatre points 
£tant mise sous la forme 

il faut exprimer qu'elle est satisfaite^ lorsqu*on remplace successive- 
ment {l, y], ^) par les coordonndes (x>y, z) du point M; puis par celles 
du point M', x-*-Ax, y -♦- Ay, « -♦- Az, etc.; x', y', «', r restant 
invariables. Les quatre dquations ainsi obtenues, et qui ddtermineraient 
*'» yS ^'9 ^'9 pcuvent s'dcrire 
S = o, Sh-AS = o, S-*-2AS-hA«S = o, S-*-3AS-*-3A*S-^A»S = o, 

et se rdduiscnt aux suivantcs : 

^ S = o, AS = o, A«S«o, A»S = o. 

Divisant respectivement les trois dcrnieres par A^ At', At', et faisant 
tendre A( vers zdro, on yoit que les coordonndes (x', y% z') du centre de 
la sphere limite, et son rayon r, satisferont aux dquations 

S = o, dS = o, rf*S=.o, d»S = o, 

les diffdrentielles etant prises par rapport k f, en traitant x', y', z'^ r 
comme constants; ils sont done ddterminds par les dquations suivantes : 

(x' — x)* H- iy' — yY -♦- (z' — zf — H = o, 
(x' — x) rfx -H (y' — y)dy -^ (z' — z)dz = o, 
<5) I (pf^x) d}x -♦- (y' — y ) d'y -h («' — z)d*z — rfs« = o, 
(x' — x) rf'x-4-(y'— y)d'y-H(2'— z)rf'z — ^dsd^s = o. 

Les trois dcrnieres de ccs equations se confondent avec les dquations (3), 
done le centre de la sphere osculatrice au point M est sur la droite polaire 
eorrespondante, et au point ou cette droite touche tarHe de rehrousse- 
ment de la surface polaire. 

ItOO. Le cercle osculateur., en un point M, est la limite du cerclo 
passant par ce point et par deux autres points iniluiment voisins M', M''. 
D*apr4s cette ddfinition, il est clair que le cercle osculateur est situd dans 
le plan osculateur en M; de plus, il suit de ce qui prdcdde qu'il est situd 
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sur la sphere osculatrice ; il coincide avec rintersection dc la sphere et du 
plan. Son centre est done au point Z, projection du centre de la sphere 
osculatrice sur le plan osculatenr, et son rayon est MZ. Le cerck oseula^ 
Uur ne differe done pas du cercle de courbure. 

901 . Pour calculer le rayon r dc la sphere osculatrice, on observe que 
ce rayon est I'hypothenuse MO d'un triangle rectangle, dont les c6l^sont 
le rayon de courbure MZ = R, et la distance OZ «» t< du centre de la 
sphere osculatrice au plan osculateur. Or, on a ^videmment 

x' — xi — ttX, y' — yi = wY, 2' — zi = ttZ, 

en choisissant pour la direction (X, Y, Z) de la droite polaire, celle qui 

va du centre dc courbure Z vers le point de contact 0. Ces Equations 

donnent 

dxf — dXi = udX -h XdUj 

dy' — dy\ == t/dY -+- Ydw, 

dz' -^ dzi = udZ + Zdu. 

Muhiplions cellcs-ci respectivcment par X, |x, v, en observant que Ton 
a, ZO ^tant perpendiculaire h MZ, 

>JL -♦- fxY -♦- vZ = o, Irfx' -♦- iJjdy' ■+• vdz' = o ; 
nous aurons 

— (Xrfxi -f- jirfyi -♦- vdzi) =s n (kdK -+- /xrfY -+- vdZ), 
ou 

Idxi -4- iidyi -H vdzi =■ — 7— j 

en rempla^ant dX, dY, dZ par leurs valeurs (196). 
D^autre part, difTerentiant les valeurs dc Xi, t/i, Zi, on trouve 

dxi = dx-f-XdR-«-RdA^ di/i «=dy-+-pdRH-Rdfx, dzi =dz4-vdR-*-Rdv, 

d*ou^ a cause des relations cvidenles 

"kdx •¥■ yidy -4- vdz = o, XdX -+- /juI/x -♦- vdv = o, 

on tire 

"kdxi -*- [ulyi -¥• vdzi = dR. 
On a done 

dR = — u-r> ou u = — T-^- 
T ds 

pour Fcxpression de la distance OZ du centre de la sphere osculatrice au 
centre de courbure. 



D'apr^ cela, le rayon du la sphere osculalrice sera donn^ par I'tiqualioii 

as* 

999. Le lieu dc la droile poluire est, comme on I'li vu, unc surrace 
devcloppable; il nc pcui en £tre de meme dc la surrace rcgli^e, qui csl Ic 
lieu de la normale priocipalc h unc courbe ii double courbure. En effet, 
si les normales HZ, M'Z',,.. etaient tangentes ii unc m^mc courbe, le plan 
osculaleui- de celle courbe au point oil die (ouclic la g^ndratrice NZ coin- 
ciderait avec le plan tangent ii la surrace devcloppable le long de cede 
generatriee, done, avcc le plan osculaleur TMZ de )a courbe don n<!e. Ln 
eourbc donnee, et celle a laquelle Ics normales principales souj sup- 
posi5es tangenles, auraicnt done m^me plan osculaleur, et par suite 
(IS8) m^mc tangcnie, en leurs points correspondants ; ce qui est dvi- 
dcmment impossible. 

II n'y a d'exccplion que lorsque la courbe donnde est plane; le plan 
osculaleur en chaquc point sc confond alors avec Ic plan de la courbe, et 
la langenie n'cst plus ddlermin^e par la limile de rintersectioii de deux 
plans osculateurs cons^cutifs. 

99S. Les courbesgauclics admcUent aussi dcs ddvetoppdes, jouissant 
de propri^Kis analogues b cellcs des dcveloppdes des courbes planes. 
Tious appellerOQS diveloppie d'unc courbe gauche, unc courbe telle que 
chacune de ses tangenles 
vn rencontrer la courbe 
donnee, et lui est oormale 
au point de rencontre. 

D'apris cela, soient tou- 
jours (x, y, z) les eoor- 
donn^GS d'un point quel- 
conque H de ta courbe 
donn^; (^, >], $) celles du 

point correspondant N de la developpde ; <t I'nrc de celle courbe, compt^ 
dans le sens MN; p la distance MN. Les condiiions du probleme seront 
exprimees par Ics Equations 

(6) M<r p ' dff p ' d»~ p ' 

( (5 - X) rfx + (>: - 5) % M- (i; _ J ) (/i = o. 
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Mais, si noas differeoUons requation 

(P - x)« + (n - ,)« + (C - *)• = p'. 
cn leoant comple dc la secoode des rehitions precddentes, il Tiendra 

(C-x)d5-^(i— y)rf»i-H« — 2)rf$ = prfp, 
00, en rempla^ot d^^ dn^ dC par leurs Taleurs tiroes des ^uations (6), 

j[{l - *)* + (I. - y)* + (? - z)»] = pdp. 

Cette relatioQ revieat ^videmment k 

dvssxdpt 

et Too conclut de ]k, comme oous I'avons fait poarles diSveloppces planes 
(161), que la longueur d^un arc quekomquede la divelopp^ est igale dla 
difference des longueurs des normales, tangentes d ses extrhnitis. Si done 
an fil flexible est appliqu6 sar la d^velopp^e, et s*en d^tache tangentiei- 
lement pour se terminer ii un point de la courbe donnde, lorsque Ton 
diveloppera ce fil en le tenant toojours tendu, son extr^mit^ libre 
d^crira la courbe. 
L'^quation 

(5 — x) dx -H (>j — y) rfy -♦-(?—«) d« = o 

^tant diffidrenlide, donne 

{I — x) iPx -♦- (>i — y) d*y -^ (Z — z) d*z — ds' = o, 
car la somme 

d^dx -f- dndy + dCdz 

est 6videmment nulle, les tangentes MT, BIN k la courbe et ii sa ddve- 
lopp^e se coupant k angle droit. Mais les deux Equations qui precedent 
sont celles dc la droitepolairecorrespondanteau point M, si Ton y regardc 
if Y}, ( comme des coordonn^scourantes; done le point ou la normale MX 
d la courbe touche la ditelopp4e de celled est situi sur la droite polaire 
correspondante au point M, et par suite, toutes les d<Svelopp^es d'une 
courbe donn^e soat des lignes tracdes sur la surface polaire de cette 
courbe. 

Observons encore que le plan osculateur cn N de la developp^e n'est 
autre que le plan tangent Ik la surface d^veloppable formde par les nor^ 
males MN, M'N',t.., suivantia g^n^ra trice MN. Cette surface s'appuyani; 
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sur la courbe donnde, le plan tangent contient la langcnte MT; Ic plan 
osculateur chcrclic est done NMT. II suit de \k que le plan osculateur en 
un point de la developpie coupe d angle droit le plan tangent a la surface 
polaire au meme pointy la normale principale de la developpee est done 
parallele h la tangeute MT de la courbe proposce. 

304. Toute developpee de la eourbe MM'M"... jouit encore d'une pro- 
priete remarquable, qui acheve de manifester la r^alite de ces courbes 
en permettant de les construire. Designons par 6 Tangle NMZ compris 
entre la normale principale MZ et la tangente a la d^velopp^e; cet angle 
etant le complement de celui que fait MN avec la droile polaire, on a 
evidemment 

(5 — x) X -+- (n — y) Y -4- ($ — z) Z « p sin 9 . 

Differcntiant, observant que Xdx + Ydy + Zdz^=o, on a 

(? — x)rfX -*- (y, — y) dY -4- (S — Js)dZ H- Xdl -4- Ydri -*- Zd^ 

= p cos d9 -+- sin dp. 

Bempla^ons dS, dri, d^ par leurs valeurs (6)^ ayons egard k la premiere 
Equation ci-dessus, et a celle-ci : d<T = dp; il vicndra 

Xd? -*- Ydri -+- ZdC = sin 0dp, 

et Tcquation pr^cedente se r^duira k 

(? — x) dX -+- (yj — y) dY -*-(?— z) dZ = p cos 0d0, 

ou, en substituant a dX, dY, dZ leurs valeurs (195) et observant que 

l — ». ri — y C — « fi 

A -4 tl H V == cos 0, 

P P P 



a celle-ci : 



d0«^^ 

T 



Ainsi, Vangle que fait la tangente a la diveloppee avec la normale prin- 
cipale d la courbe varie^ lorsqu'on passe d'un point au point infiniment 
voisin, d'une quantite egale a Vangle de torsion de la courbe. 

Or, si Ton mene par le centre d'une sphere dc rayon egal k Tunit^ des 
paralleles aux droites polaires successives de la courbe donnee, on tracera 
sur la sphere une courbe, dont Tare infiniment petit dr mesurera Tangle 

19 
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de deuxdroites polaires consdcutives^ ct sera ^al, par consequent, k Tangle 
de torsion de la courbe donnce. On aura done 

d'ou, C d^signant urc constante arbitraire, 

II suffira done, apris avoir donn^ k G une valeur d^termin6e, de mener 
dans chacun des plans normaux successifs de la courbe une normale fai- 
sant, avec la normale principale correspondante, un angle 6 dc^termind par 
r^alite pr^c^dente : le lieu des points de contact de ces normales avec la 
surface polairescra une d^vcloppde. Etcomme la constante C peutrecevoir 
une infinite de valeurs dilferentes, toute courbe gauche admet une infi- 
nite de dcve]opp<Ses, jouissant des propriet^s que nous tfvons cxposdes. 

S05. La portion NZ de la droite polaire, comprise entre la d^velopp^ 
ct la normale principale, est ^ale 4 R tg ; on a done 

5 — x,=RXtg6, n — y, = RYtg6, C — «i = RZtge, 

d*ou Ton ddduit, pour les coordonnees (^,y},C} d*un point de la d^velopp^e, 
les expi*essions 

$ = a: •+■ R[A H- X tg(T h- C)], 

y3 = y^R[|XH-Ytg(TH-C)], 
5 = js-hR[v -i-Ztg(r -*-€)]. 

Si Ton a exprim^, en fonction de la variable independante t, toutes 
les quantit^s qui entrent dans les seconds membres de ces Equations, 
ii >], ( seront connus en fonction de i, et ces equations seront celles d'une 
d^velopp6e quelconque. Mais la recherche des ddvelopp^es se fait plus 
directement en partant des Equations 

dj ^ dm dC, 

i — x^m — y'^^ — z' 

didx -4- dridy -¥• d^dz «= o, 

ou X, dXf,,, seront remplac<^s par leurs valeurs en fonction de I, dt, Cette 
recherche exige Temploi du calcul integral. 

306. Lorsqu'on developpe sur un plan la surface polaire, les d^ve- 
lopp^es trucdes sur cette surface se transformcnt en ligncs droites. Pour 
s'en assurer, il suflSt de concevoir que le d^veloppement de la surface 



( 
f 
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polaire se fasse comme il suit: un plan, parfailement flexible et inextea- 
sible, est suppose earoule sur la surface polaire, dont il se detache suivant 
une generatrice OZ^ pour se confondre avec le plan OZM tangent k la sur- 
face suivant OZ. Gonccvons ensuiteque Ton ddtache successivement ce plan 
flexible de la surface polaire, en le tenant exaclement (endu, en sorte que 
sa portion plane coincide successivement avec les divers plans normaux 
de la courbe donnee. Si Ton considere ce que devient dans cc d<Sveloppe- 
ment la ligne continue, formee de la normale MN ct de Tare NN'N'^.. 
d'une d<^velopp<^e, il est clair qu'elle joue le m^me r61e qu'un fil flexible 
qui serait appliqu<S sur la d<Sveloppee, et que Ton dtSvclopperait en le tenant 
constamment tendu ; il resterait tangent k lad6velopp(!c, et sa portion rccti- 
ligne croitrait successivement de quantites 6gales aux arcs rectifies de la d^ 
velopp^e. Done, d'apres la propri^te caracteristique des ddveloppees,rextr6- 
mil^ M de cctte ligne d^crirait la courbe propos6e MM'M"... Done, torsque 
la sur face polaire est diveloppie surunplan^ les diveloppies seriduisent 
d des lignes droites qui toutes vont passer par un mime pointy le point 
sur lequel vient se rabattre toute la courbe donnee. De plus, comme le 
developpement n'alt^re pas les longueurs des lignes traceessur la surface, 
les developpies sont les lignes les plus courtes que Von puisse tracer sur 
la surface polaire, entre deux qnelconques de leurs points, puisque cette 
propri^t6 appartient aux droites dans lesquelles elles se transforment par 
Ic developpement. 

S07. Dans une courbe plane, le plan osculateur en un point quel- 
conque coincide avec le plan de la courbe ; la surface polaire est une sur- 
face cylindrique, dont la generatrice est normale au plan de la courbe ; 
sa trace sur ce plan coincide avec le lieu des centres de courbure. L'angle 
de torsion ^tant nul, el9 == o, et Tangle 6 que fait la tangente & une d6ve- 
iopp^e donnee avec le plan de la courbe, est constant. Les d^velopp^es 
coupent done les generatrices du cylindre sous un angle constant, et sont 
des hilices. Parmi ces developpees^ une seule est plane, et correspond au 
cas ou 6 = o : c'est le lieu des centres de courbure, ou la developpee que 
nous avons etudiee en traitant des courbes planes. 

Dans une courbe spherique, tous les plans normaux passent par le centre 
de la sphere ; la surface polaire est un c6ne dont ce centre est le sommet. 
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Exercices. 



ft. Belice (ch. XX, ex. 1). — Les equations de la droile polairc au point (s, y, z) sont 

|y — ijx -♦- m (? — z) = o, 
f« -4- »iy -+- m* = o. 

L*equatioii de la surface poiaire s*obticat en substiluaut d*abord a x et y leurs valcurs 
eii fouction de z, dans ces deux equations, portent les deruiers termes dans les seconds 
menibreSy elevaut au carre et ajoutaut; ce qui donne 

m' 

On tire de la z, que I'oii subslitue dans la seconde equation de la droite poiaire, et Ton a 

^ . r?±:|/(5*-+-»j")tg*T — a«col«Tl Fcos ?±: V/U*^«)lg* t — a« coT* t1 . 

^sinl I — -— i^ '—S. |-+-'9| —^ 1=— oaot'T. 

I ocotT J L acotr J 

Le centre de la sphere osculalrice satisfait aux deux equations de la droite poiaire, et 

a celle-ci : 

(y — V7X = 0, 

d*ou Ton tire ^ = z] par suite, ce point coincide avec le centre de courbure. L^arete 
de rebroussement de la surface poiaire se confond done avec le lieu des centres de 
courbure j la surface poiaire est une heiicoide developpable, lieu des tangentes a 
Thelice qui est le lieu de ces centres de courbure (ch. XXII, ex. 1). 

Les Equations d'une developpee de Thelice sont, Pare s de Thelicc etant pris pour 
variable ind^pendante, 

ocostT ■ /» . \ /' . \. / as-^C W 

= :-: — COS T 9in I - SIB T I — COS I - SIU T I tg I I » 

sin» T I ya J V* y V**" '" ^^ V I 

acosrl" /» . \ , . /» . \. / <w-*-C \1 

= r-,— 1 COST COS I -smr l + sml -smr Itgi 1 j, 

sin«T L \« / \" / \sinrcosTyJ 



^ =: < cos r 



a / a#-*-C \ 
sinr ^l sinTCOsry 



a. Sur le rayon d*une sphere comme diam^tre, on d^crit un cercle, que Ton prend 
pour base d'un cylindre droit. Trouver la courbe d*intersection du cylindre et de la 
sphere, et lui appliquer les formules generales. 

R. Le rayon de la sphere etant pris pour unite et son centre pour origine', I'axe des 
z parall^le k la generatrice du cylindre, Paxe des x passant par le centre de sa base, 
soit 01 Tangle que fait le plan YZ avec le plan passant par Taie des z et un point de la 
courbe. Les equations de la courbe sont 

x=:sin*u, y = sin oi cos 01, 2r = coso». 
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Tangcnte et plan normal : 

f— ■» ri — y ? — » 



; ( sin 2o> + V} cos Zca = ^ sin oi. 



sm 2u cos 2u — sin 01 

Diffcrentielle de Tare : 

d« = dw |/i -*-sin"w. 
Plan osculateur : 

? cos w (i -*- a sin* tu) — 2ii sin' « -h 2$ — cos w (2 -*- sin* «) = o. 

Rayons de courburc et de torsion : 

s 



j^_ (i-4-sin*ft))* y __ 5 -»- 3 sin* « 

1/5-*- 3 sin* «' 6«»"" 



_ » 

Equations de la droite polaire : 

f sin 2a> H- V} cos 2u = ; sin flj, ^ cos 2^1 — >i sin 2« = - ? cos u. 

2 

Equation de la surface polaire : 

4 9 

M, Demontrer la relation (ch. XXII, ex. ft) *. 

4. Trouvcr, pour une courbe quelconque, Tangle t de deux normales principaies 
infiniment voisines, Icur plus courte distance tt, Tinclinaison r de cette plus courte 
distance sur la tangente, Telement dti de Tare de la courbe, lieu des centres de cour- 
bare, et Tangle f sous lequel cette courbe coupe la droite polaire. 

R. Par le point donne M, on m^ne la tangente, la normale principale et la normale au 
plan oscalateur ; puis des parall^les aux droites correspondantes pour un point infini- 
ment voisin M'. On projelte celles-ci sur le plan normal, puis sur le plan osculateur 
en M, et Ton trouve, en ayant egard aux theor^mes du n^ 



= ^\/K-*-^¥i 



T Td* fl R«T« 

tgT = -.i >i=r 



R |/r«^T* • R»-4-T* 

En projetant Tare d#| sur la normale principale et sur la droite polaire, on obticnt 

rds R 

1^1 T, r, t< ayant la memc signification que dans ce qui precede. 

ft. Une conrbe dont le rayon de courbure R est constant, et le lieu de ses centres de 
courbure, ont m^me normale principale en cheque point j chacune d'elles est la ligne 
drs centres de courburc et Tarele de rebroussement de la surface polaire, par rapport a 
Tautre ; leurs rayons de courbure sont cgaux, et le produit dc lenrs rayons de torsion 
est constant, egal au carrc du rayon de courbure commun. 
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CHAPITRE XIIV. 

§ 1. SURFACES ENYELOPPBS. 

90S. La theorie des surfaces enveloppcs est analogue a cellc dcs courbes 
enveloppes (cli. XIX). Une Equation 

(i) F(x, y, z, a) = o, 

a dtant un param^trc arbitraire, represente une infinite dc surfaces. Deux 
surfaces correspondantes k deux valeurs a, a + A du parametre, se cou- 
pent suivant une courbe qui a pour limite une eourbe determinec, 
lorsque h tend vers zero. Le lieu dc ces courbos limites est Venveloppe des 
surfaces comprises dans I'^quation F =» o. 

On prouverait, comme au n"" 16S, que I'equation de I'enveloppe s'ob- 
tient en ^liminant le parametre a entre les Equations 

F (x, y, z, a) = o, j^="®' 

pourvuque la fonction F ne soit pas k determination multiple. 

Venveloppe louche chacune des enveloppies tout le long de la courbe 
dHntersection limite; on ledc^montre comme au n^'lTO. Soitat=(p(x,y,2) 
la valeur de « tiree dc la seconde equation ; Tenveloppe a pour equation 

FC^f, y, «, ?) = o, 
et Ton a, en diffdrentiant totalement, 

dF , dF , dF , dF ^ 

-J- ax -4--r-ov -♦--r-tfx H--r-a(p = o. 

dx dy ^ dz d(p ^ 

dF 
Mais ^ est nul identiquement, et Ton a, pour determiner dz, la menie 

Equation que si Ton avait differentia I'equation d'une cnveloppde, sauf 
que a est remplace par cp. Et comme, en chaque point de la courbe 
commune k I'enyeloppee et h Tenveloppe, 9= a, le dz a la m^me valeur 
pour les deux surfaces en chaque point de cette courbe. 11 en resulte que 
les derivdes partielles p et f de z sont les m^mes de part et d'autre, et que 
les plans tangents coincident. 

t09. Quand Tequation (i) est cellc d'un plan mobile, Tenveloppe est 
le lieu d*une droite; c'est one surface rcglee, et de plus, developpable, 
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puisqne d*apres le thcorime ci-dessus, le plan mobile touclie la surface 
enveloppe tout le long d*unc g^neratrice de celle-ci. Rdciproquement, 
toute d^veloppable pent dtre consid^rde comme Tenveloppe d*un plan 
mobile, savoir, le plan osculateur de Tarete de rebroiissement] de la 
surface. En effet, deux plans osculateurs infiniment Yoisins se coupent, k 
la limite, suivant la tangente h I'ar^te, c'est-^-dire suivant la gcn^ratrice 
de la deYelQ|ipablc. 

La surface polaire d'une courbe gauche, d'apres sa ddfinition (197), est 
Tenveloppe des plans normaux k cette courbe. La regie ci-dessus, 
appliquce k Tcquation du plan normal, conduit immediatement aux 
equations de la droite polaire et de la surface polaire, et de plus, le theor6me 
general du numero precedent nous ramene k la propriete du plan normal, 
d'etre tangent k la surface polaire (198). 

S10. Si 1 'equation de la surface cnveloppde renfermait deux parame- 
tres a et ^ lies entr'eux par une Equation, en sorte que Ton eut 

(2) F (x, y, z, a, (3) = o, 9 (a, (3) = o, 

on suivrait la mcme marche qu*au n** 171. La limite de Tintersection de 
deux surfaces infiniment voisines serait determinee par les Equations (2) et 
par celles-ci 

rfF rfFdp_ d9 d^d^_ 

du ■*" rfp rfa ~ °' da ■*■ rf(3 5i "" ^' 

et relimination de a, |3, d^ : dx entre ces quatre Equations donnerait 
IVquation de I'enveloppe. On opdrerait de m^me si Ton avait trois para- 
metres lies entr'eux par deux equations, etc. 

911. II existe un autre genre de surfaces enveloppes. Reprenons Tequa* 
tion d'une surface variable 

F (x, y, z, a, p) = o, 

a, |3etant des parametres ind^pendants. En cherchant la limite dc Tinter- 
section de cette surface par une surface infiniment voisine, on trouyerait 
encore que cette courbe satisfait k Tequation 

dF dFdp _ 
da ■*■ dp da "" °' 

et comme d|3 : da est inddtermine, cette courbe ddpendrait de la relation 
arbitrairc que Ton dtablirait entre les parametres a et |3. Mais il y a un ou 
plusieurs points de la surface F=o qui sont communs & toutes ces eourbes; 
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en sont ccux dont les coordonnees annulent les derivees partielles de F 
par rapport k a eih ^;]c lieu dc ecs points est dit la surface enveloppe 
des surfaces comprises dans Tequation F(x, y, z, a, P) = o. LVqualion de 
cette surface enveloppe resulte de r^Hmination de a, |3 entre les equations 

F(x, y, z, a, /3)=-o, rf^ = ^> rffl""^* 

Ghacune des enveloppees^ correspondante k des valeurs determinees dc 
oL, ^y est touch^e par la surface enveloppe, au point d'intersection limile 
defini par les equations precedences. La demonstration dc cette propriete, 
analogue k celle que nousavons donnde plus haut, n'olTreaucunedifficulte. 

Exercices, 

t. Enveloppe d*un plan qui coupe les axes rectangulaires OX, OY, OZ, aux distances 

respecuves » » , o, 6, c etant donnes. 

R. L'cquation de Penyeloppe est 

(aj -♦- y -4- ^)« -♦- 4 (ox -f- 6y -4- cz) = o. 

a. Enveloppe des spheres, ayant leurs centres sur unc ellipse, ct passant par hi centre 
de Pelltpse. 
R. Les equations de Pellipse etant 

«« y« 

celle de Tenveloppe sera 

(»• H- y* -t- ««)• — 4 (aV -♦- 6V) = o. 

9. On coupe un ellipsoide par un plan ; trouver Tenveloppe des plans tangents a 
rellipsoTde aux differents points de la section. 
R. Les Equations de rellipsoide et du plan secant etant 

X* y» z^ 

celle de I'enveloppe sera 

C'est un cdne qui a son sommet au point dont les coordonnees sont 

P ' P * ~P ' 

4. Envi loppe du plan qui detache d'un triedrc tri-roctanglc un tetraedre a volume 
constant Ar«. 
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R. La surface, rapportee aux aretes du triedrc, a pour equation 

xyz = 27*". 
ft. Envcloppe dc la surface 



(0"K0"<0"=- 



les parametres (a, /S, y) salisfaisant a Inequation 



(0'-^(0H0'=- 



R. L*equation dc la surface cnveloppe est 

mp mp mp 



(ir-or-co""'- 



•. Trouver Tenveloppe du plan passant par les projections d*un poin quelconque de 
reilipsoTde sur ses trois axes. — Cas particuiier du probleme 5. 
9. Trouver renvcioppe du plan 

Ix-^my-^nz-sz:. V, 

les parametres /, m, n, V verifiant les equations 

ou a, 6, c sont donnes. 

B. Posant r» = x* -f- y* -4- ^«, on trouve 

fB« y« 2^ 



r* — a' r* — 6' r* — c^ 



= t. 



§ 2. CONTACTS DES COCRBES GAUCHES, DES SURFACES. 

%t%. Contact des courbes gauches. — Deux courbes (A) et (B) ayant un 
point communM, si Ton ro^neh une distance infinimcnt petite du point Mun 
plan qui coupe ces courbes respeclivement en M'ct fx',et si la distance M'/x' 
csi de Tordre n-t- 1 par rapport k Tare MM', on dit que les deux courbes ont 
au point M un contact dc Tordre n, Cette d^fiililion sera d'ailleurs ind^pen- 
dante de la direction du plan secant, s*il n'est point parall^Ie k la tangentc 
en M h Tune des courbes (A) ou (B), comme on le prouverait en dccrivant 
du centre M une sphere de rayon MM' et raisonnant comme au n° 168. 

Supposons que ce plan soit parallele au plan des xy ; Tare MM'etant de 
mcme ordrc que Taccroissement dc z lorsquc Ton passe du point M au 
point M', ct la distance M'fx' extant, en general, dc m^mc ordre que ses 
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projections sur Ics plans XZ, YZ, on conclut immcdiatement de ce qui 
prdcede que, si Ics courbes (A) et (B) ont en M un contact dc Tordre n, 
leurs projections sur les plans XZ et YZ auront un contact du meme 
ordre; et, par cons<^qucnt, les derivees 

dx d*x d*x rfy rf*.y ct"w 

dz dz* dz"* dz dz* dz" 

auront respectivemcnt m^mes valeurs dans les deux courbes, au point 
considdr6. 

Si les equations de la courbe (B) renferment un certain nombre de 
parametres arbitraires, on dcterminera ccs parametres par la condition 
que les courbes (A) et (B) aient un contact de Fordre le plus cleve pos- 
sible : on aura la courbe osculatrice de I'especc (B). 

ExercicBB, Ghercher la droite osculatrice et le cercle osculateor en un point d'une 
courbe donnee (A). On trouvera, respectivement, la tangente et le cercle de courbnre, 
conime il etait facile de le pr^voir. 

918. Une courbe (A) et unc surface (S), qui ont un point commun M, 
ont en ce point un contact de Vordre n lorsque, prenant sur la courbe 
un arc infinimcnt petit du premier ordre MM^ et abaissant du point M' 
une normale M'M" termince a la surface, on trouve cctte distance M'M" 
infiniment petite de Tordre n+i. On conclut facilement de 1^ que la dif- 
ference des ordonnees de la courbe et de la surface, qui repondent & un 
m^me accroissement infiniment petit A( de la variable independantc a 
partir du point M, sera aussi de Tordrc n -h i par rapport k Af, pourvu 
que la direction de ces ordonnees ne soit parallele, ni a la tangente ^ (A), 
ni au plan tangent k (S), au point M. On developpera par la formulc de 
Taylor la difference des ordonnees dela courbe etde la surface, suivant 
les puissances de Af, et Pon obtiendra les conditions analytiques du contact 
de Tordre «. Ces conditions pourront servir & determiner les parametres 
arbitraires de Tequalion d'une surface (S), de telle maniere que cette sur- 
face ait avec une courbe donnee, en un point donne, un contact d*ordi^ 
aussi elev^ que possible. 

Par exemple, liquation du plan renfermant (rois parametres, on ponrra 
lui imposer^un contact du second ordre avec une courbe (A); on trouvera 
le plan osculateur. 

L'equation de la sphere renfermant quatre parametres, une sphere 
pourra avoir avec une courbe (A) un contact du troisieme ordre; on 
retrouve ainsi la sphere osculatrice. 
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914. Contact de deux surfaces. — Deux surfaces. (S) et {!), qui ont 
un point commun M, ont en ce point un contact de I'ordre n, lorsqu'k 
une distance infiniment petite du premier ordre du point M sur la surface 
(S)y la distance M'M" des deux surfaces, mesuree normalement k Tune 
d'entr'elles; est un infiniment petit de I'ordre n+ i. Si I'axe des z n'eSt pas 
parallele an plan tangent a Tune des deux surfaces en M, la difference des 
ordonndes des surfaces (S) et (2) parall^Ies k cet axe, dans le voisinage du 
point M, sera aussi de Tordre n + i par rapport aux accroissements infini- 
ment petits A et A de X et de y, consideres comme dtant du premier ordre. 

D'aprcs cela, si Ton ddveloppe par la serie de Taylor (IIS) la difference 
des ordonndes des surfaces (S) et (2), suivant Ics puissances de h et de A, on 
voit immediatement que la condition ci-dessus re^ient h la suiyante : il faut 
et il sufiit que les ddrivdes partielles de x, jusqu'ii Tordre n inclusivement, 

dz dz d^z d^z d^z d"z rf'z 

dx dy dx* dxdy dy* rfx* rfy* 

conseryent les m^mes valours, au point M, lorsque Ton passe de la sur- 
face (S) h la surface (2). 

Si I'dquation de la surface (2) renferme des param^tres indetermines, 
et que Ton determine ces parametres en assujdtissant la surface (2) & 
avoir, au point M, un contact d'ordre aussi eleve que possible avec (S), 
on obtiendra la surface (2) osculatrice de (S). Ainsi, Tequation du plan 
renfermant trois parametres, la condition d'un contact du premier ordre 
avec la surface (S) sufiit pour les determiner. On trouve le plan tangent k 
la surface (S). 

L'dquation d'une surface du second ordre contient neuf parametres; on 
pent dont lui donner un contact du second ordrc^ et il restera trois arbi- 
traires dont on pourra disposer pour satisfaire h d'autres conditions (i). 



(i) Nous ne faisons qu'indiquer ces theories des divers ordres de contact des lignes 
ou des surfaces. On les Irouvera develnppees dans les Applications du calcvl infinitesimal 
a la geomelrie de Caucht, 2f ™* et 22n« Ie9ons. 



DEUXIEME PARTIE. 



CALCUL INTEGRAL 



LIVRE QUATRIEME. 

INTEGRATION DES DIFFERENTIELLES. 



CHAPITRE XXV. 



NOTIONS FONDAMEN TALES. 



916. Le calcul intigral est Tinverse du calcul difF^.rentiel ; il a pour 
objet de remonter, des relations dohndes entre les variables ct leurs diffd- 
reotielles^ aux relations qui ont lieu entre les variables seulement. 

Le cas le plus simple de ce probl6me, celui qui nous occupera d'abord, 
est celui ou Ton se propose de trouver une fonction d*une seule variable, 
coanaissant sa d^rivdc par rapport a cette variable en fonction expJicite de 
celle-ci. Mais ce probleme prdsente une liaison in time avec le problcme 
des limites de sommes dont nous avons parle au commencement du 
cours (ZZ)fei que nous avons enonc^ ainsi : rrot<t;er la limUevers laquelle 
converge la somme des valeurs sttccessives d'une fonction^ multipliies 
respectivement par les accroissements infiniment petits correspondants de 



— 270 — 

la variable dont elle dipendj celle-ci 6tant suppos^e passer d*une valeur 
dount^e k une autre valeur donnec par un nombre ind^finimcnt croissant 
de valeurs interm^diaires. 

Pour ^lablir celte relation, appelons /*(a;) la foaction, et admettons 
qu*elle soit continue par rapport k x depuis x^axo jusqu'a x=sX, Xo et 
X ^tant deux valeurs d(!termin(!es de x. Concevons que la variable passe 
de la valeur Xo k la valeur X par une suite d'accroissenients de mdme signe 

X| — Xo) X, — X|,..., X — X«^i, 

d^signds en g^n^ral par Ax^ et soit 2/*(x) Ax la somme dcs valeurs de la 
fonction multiplides respectivenient par ces accroissements, en sorte que 
Ton ait 

lf{x) Ax = (X| — Xo) f{xo) -^ (Xi — Xi) f(Xi) -I 1- (X — X»-i) /"(x.-i). 

Lorsque tons les accroissements Ax tendent vers zdro, n devenant 
infini, la somme 2/*(x) Ax tend vers une limite finie et determinee. En 
effet, si Ton construit la oourbc reprdsentde en coordonndes rectangu- 
laires par Tequation 

y = f{^)y 

la quantity lf{x)Ax repr^sentera {Z%) la somme des rectangles construits 
sur les ordonn^es de cette courbe qui r^pondent aux abscisses Xo> Xi,..., 
x«_i, et sur les portions infinimcnt petites correspondautes de Taxe des x; 
or, cette somme a pour limite, comme nous Tavons d^montr^, Taire plane 
comprise entre la courbe, I'axe des x, et les ordonn^es /*(xo), A^)> ^^^ 
qui est nccessairement finie et determinee. 

Nous supposons ici, implicitement, que X — Xo et f{x) soient positifs; 
mais il est facile de voir que, s*il en ^tait autrement, il sufiSraitde regarder 
comme negatives les aires correspondantes de la courbe, pour que nos 
conclusions subsistent entierement. 

Cette limite de lf{x) Ax, pour des valeurs infiniment petites de Ax, a 

iii ddsign^e par la notation 

X 

f{x) dx, 



Ja?o 



et se nomme I'integrale difinie de f{x)dx depuis Xajusqu'd X; Xo, X sonl 
les limites de Tint^grale. On aura done, par definition, 



$ 



f{x) dx = lim ^f{x) Ax. 
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%tB, Goncevons maiatenanl que, la liniite x^ restant invariable^ on 
fasse varier la limite X; la valeur de rinl^grale variera avcc X^ et sera 
une foncUon determin^e de cette quantity. Remplacons X par x pour 
mieux indiquer que cette limite est variable ; la fonction de x d^sign^e 
par la notation 



r 



X 

f{x) dx 



sera toujours reprdsent(!e geom^triquemcnt par Taire plane comprise 
entre la courbe y = f{x), Taxe des x, une ordonn^e fixe f{xo)^ et une 
ordonnde variable f{x), II suit de' Ik, d*abord, que cette fonction est con- 
tinue par rapport ii x en meme temps que f(x)y car, si un accroissement 
infiniment petit de Tabscisse produit un accroissement infiniment petit de 

Tordonnde de la courbe, Taccroisscment corrcspondant de I'aire sera aussi 

rx 
infiniment petit, et par suite celui dc la fonction I f{x)dx, 

De plus, nous avons fait voir (141) que I'airc d*une courbe plane, 
entre une ordonnde fixe ct une ordonnee variable, est une fonction de 
Tabscisse x, qui a pour ddrivdc par rapport k x I'ordonnee elle-mdme, si 
lesaxes sontrectangulaires. Cette propridtd, quisubsiste quels que soient 
les signes de x — Vq et de f{x) si Ton conserve la convention ci-dessus, 
nous donne ce theor^me general : 

TujgoR&MB I. La limite de somme que nous designons par la notation 



f 



X 

f{x)dx, 

x^ 



est une fonction de la variable x, dont la d4rivee par rapport d x est 
egale a f{x). 
On a done 

D. [" f(x) dx = f{x), d ("^ f{x) dx = f{x) dx. 

Quand la limite supdrieure de Tintdgrale sera variable, la limite infd- 
rieure dtant une constante Xo> comme ici, nous dirons simplement que 
Nntegrale est prise a partir de xo, rdservant le nom d'intdgrale ddfinie 
pour le cas ou les deux limites sont des constantes donndes. 

!tl7. Plusieurs consdquences importantes rdsultent du thdoreme 
dnoncd : 

|<> li est d'abord demontrd que le problime de calcul intdgral dont nous 
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Youlons nous occuper admet unc solution, c*est4-dire qu*il cxisle une 
fonction y dc X proprc k satisfairc k requatiou 

f{x) ctant unc fonction continue donnce. Car la fonction \ f{x)dXy dont 

nous avons d(!inontre rexistencc, jouil de cettc propriety comme on vicnt 
de r^tablir. 

^ Supposuns que Ton ail trouve, par une m^thode quelconque, unc 
fonction F (r) qui satisfasse a la question, c*est-ii-dire qui ait pour derivce 
la fonction proposee f{x). En lui ajoutant une consiante arbitraire C, on 
aura une nouvelie solution, plus gdn^rale, de la question, puisque la 
d^riv^e de F(x) -4- C sera encore f(x). Cest mdme la plus gdndrale, car 
on a demoutrc^ dans le calcul differentiel (51) que deux fonctions de x, 
dont les derivdes sont constamment ^gales, ne peuvenldiffidrer quepar une 
quantilc^ ind^pendante de x. Toute fonction de x ayant pour derivce f(x) 
sera done comprise dans Texpression F (x) -4- C, G dlant une constante 
arbitraire. Done 

Th^or^me II. Lorsque Von a trouve utm fonction F (x) de x dont la deri- 
vie est ^.gale, pour toute valeurde x comprise dans un intervalle determine, 
a une fonction donnce /"(x), on aura la fonction la plus ginirale qui rem- 
plisse la mime condition dans le mime intervalle ^ en ajoutaut a la pre- 
miire F (x) une constante arbitraire, 

Cette fonction la plus gdnernle dont la ddrivde est f{x)y se nommc 
Vintegrale indefinie de f[x) dx, et se repr^sente par la notation 

J f{^) dx, 

Les signes d^ J indiquent done deux operations inverses Tunc de 
Tautre, et qui se ddtruisent : 

dlf{x)dx = f{x)dx, 

3° Enfin, le th^oreme I ramene, comme nous Tavons dit, le problemc 
dcs limites de sommes a dcpendre d*une question de calcul intdgral. Sup- 
posons qu*ii s'agissc dc determiner cette limitc d*unc somme d*infiniment 
petils que nous dcsignons par la notation 

X 

f{x) dx. 



r 



On cherchera d*abord une fonction F(x) dont la ddrivee, pour toute 
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valeur de x entrc Xo cl X, soil egale & f{x) ; on lui ajoulern iinc constanie 
arbilraire G, cl Ton aura Tintdgrale ind^finie de f{x) dx. 

On sail, d'aulre part, que Tintegrale prise k partir de Xo, c*csl-a-dire la 
fonction 

f{x) dx, 






a pour derivde f(x); elle est done comprise dans Tintegrale indefmie, et 
r^pond k une certaine valeur d dc la constante G. On a done 



r 



f{x)dx = ¥(x)'^Ct. 



Pour determiner G|, on observe que I'lnlegralc est nulle, ^videmmcnt, 
pour x = Xo, et en introduisant cette hypothesc dans les deux mcmbres, 
on trouve 

o = F(xo) -4- G,, Gt = — F (xo), 

f{x) rfx = F (x) — F (xo). 



J*o 



£nfin, il suffit dc donner k la variable la valeur paHiculierc X, dans 
cette ^galit^, et Ton aura 

/•(x)dx = F(X) — F(ro). 



i 

JXo 



Th^or^mb III. La somme des valeurs successives d'une fonction continue 
f{x), multipliees respectioement par les accroissements infiniment petits 
carrespondanls de la variable, lorsque c^lle-ci passe d*une valeur Xo a une 
valeur X, a pour limite Vaccroissement total que prend, de x=Xo a x=X, 
une fonction F(x) qui a pour dMvie f{x), 

Ce theoreme important, qui exprime la relation annoncde, se vdrifie 
d'ailleurs en observant que Taccroisscment total de F(x) est la somme de 
ses accroissements infiniment petits, ct que ccux-ci peuvent dtrc(43) rem- 
plac^spar les valeurs successives de la dilTerentielle de F(x), en sorte que 

F (X) — F (xo) = 2AF(x) « lim 2F'(x) Ax = Urn lf(x)^x = [ f(x) dx, 

tt'lft. La recherche des limites dc sommes se rarocnant a ccllc des 
fonclions dont la ddrivde est donnde, on conceit Futilile du calcul 
intdgral dans une foule de questions qui dependent de IVvalualion 

30 
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de CCS Iimitcs, comme la quadrature des aires planes, etc. d). Pour en 
donner un cxeniple, supposons qu*i] s*agisse de trouyer I'aire de la 
courbe dont T^quation est, en coordonn^s rectangulaires, 

entre les ordonn^es qui rdpondent k x^=o, x= i. 

D'apris cc qui pr^cide, celte aire est representee par TinUSgrale definie 

•I dx 



i 



oi -k-x* 



$; 



Or, on sait que la fonction arc tg x a pour d^riv^e (i + x^y^, et si Ton 
applique F^quation ci-dessus, on aura 

-= arc tg (i) — arc tg (o) =- = 0,785398... 

fo I -4- x* 4 

Ce sera done Ik la valeur de Taire demand^e. 

Dans tout ce qui pr^cide, nous avons admis que la fonction f(x) soit 
continue depuis x = Xo jusqu'& x = X, Xo et X ayant des valeurs finies. 
Si pourtant clle devenait discontinue sans devenir infinie, pour une ou 
plusicurs valeurs de x comprises entre Xo ct X, on rcconnait facilement 
que tons nos raisonnements subsisteraient. II existerait encore une fonction 
continue F(x), ayant sa deriv^e ^gale h f{x), et & laquellc les th^or^mes 11 
et III s'appliqueraient. Mais si la fonction /(x) cessait d'etre finie, soit aux 
limites, soil enlre les limiles, il faudrait un examen particulier. 

La recherche des int^rales definies dtant ramen^e k celle des integrates 
iud^finies, nous nous occuperons d^abord de ces dernieres. 



CHAPITEE XIVI. 

DIVERSES M6TH0DES D*INTfiGRATION. 

1119. La differentiation et Tint^ration 6tant deux operations inverses 
Tune de rautre,chaque proposition conccrnantla premiere a sa reciproque 
concernant la seconde. Ainsi, a ddsignant une constante, on a 

Ja/'(x)dx = aJ/"(x)dx; 



(I) G*cst pour cela que !*oii appelle ordinairemenl quadrature t'op^ratioQ par laquelle 
on cherchc I'integrale ind^finie d'une fonction donnee. 
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car le second membre a pour difFidrentielle, d'apres une regie etablie dans 
la premiere partie, af{x)dx; et comme il renfermc implicitement une 
constante arbitraire, il est ^gal k Fintegrale ind^Gnie de af{x)dx. 
Ainsi, toui facteur constant peut Hre mis hors du signe d^iniigration, 
Les autres regies de differentiation donnent pareillement divers ihdo- 
rimesy qui constituent autant de proc^des d'integration^ et que nous allons 
passer en revue. 

990. Integration immidiate, — Lorsque, dans I'expression k int^grer 
f{x)dx, on reconhait la differentielle d'une fonction connue F(x), il suffit 
d'ajouter k celle-ci une constante arbitraire pour obtenir Tint^ralc indd- 
finie de f{x) dx. En appliquant cette remarque aux diff^rentielles des fonc- 
tions simples, on obtient immediatement le tableau suivant, qui repond k 
celui du n<* 57 : 

Jx^dx = 1- C, \ A'dte =7-r -^ C, 
o -»- I J 1. A 

J e'dx = c* -♦- C, t — =1. x-f- C, 

J cos xdx =a sin X -*- C, J sin xrfx = — cos x -+- C, 

Jdx C d^ 

— — = tg X -f- C, V -T-T- = — cot X -♦- C, 
cos* X J sin' X 

C dx C dx 

\ — ga arc sin x -♦- C, \ ^ «= arc tg x -♦- C, 

J/TZ^ ' Ji+x* 

etc. 

Ces formules constituent une sorte de dictionnaire que la m^moire doit 
bien poss^der, parce que c*est k elles que Ton tend toujours a reduire 
toute integration. 

%%t. Integration par substitution. — Cette methode, basee sur la 
r£gle pour differentier une fonction de fonction, consiste en ceci : soit 

w=J/'(x)(ix, d'ou du = f[x)dx. 

Si nous posons x = 9(js), jz designant une nouvelle variable, nous 

aureus 

dx = 9' (z) dz, du = f[(p (z)] 9' (z) dzy 

et par consequent ti, consid^re comme fonction de z, sera donne par la 

formule 

w = J /■[? («)] ?' W dz. 
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Or, on concoit que la relation entre x ei z puisse etre, dans bien des 
cas, choisie de mani^re k simplifier Fexpression de la diff^rentielle de u, 
et k la ramener & unc forme immediatement int^grable. Ayant la valeur 
de u en fo notion de z^ on tirera celle de z en fonction de x de Tdquation 
x=:(p(z), ct en la portant dans Texpression de u, on aura rint<^rale 
demand^e. 

Par exemple, soit k chercher 

dx 






on posera 

a -^ 6x Bs £, d'ou bdx = dz, 
et Ton aura 



\ 



dx 1 Cdz 



= x\--'=T^-^ -+- C=4'- ("•+*'^*)"^^- 



$ 



a -♦- 5x bjz b ' b 

De m^me, 
dx I Cdz 



(a-i-ftx)* ftjz* (m — i)6x*~* (m — i)5(a-4-6x)""* 

L'int^rale 



$ 



dx 



sin X cos X 

s*obticnt en divisant par cos* x les deux ternies de la fraction et posant 
tg X => 2. On trouve 



Jdx cdz 
sin X cos X 3 z 



z-hC = 1. tgx-+-C. 



$dx I 6a; 

r dx X C **** 

\ - = arc sin --♦-€; \~ 7~ ^ = -~t/a« — x*-»-C: 

ja*-4-a* 2a« ^o" JI-»-COS"« |/J \|/2/ 



i 



do; I 
— 3^r- *rc sin (i — aac) = [arc sin (i — 3«)]* -f- C ; 



$: 



dx X ^ 
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En general, si F'(x) = f(x)y ou aura 

j/" (o« H- a?*) arete = - F(a" -H as*) -»- C, ^f(^)^dx = F(c«) -*- C, 



S' 



y (sin x) cos xdx = F(sin x) -»- C, y (1. ») — =» F(l. »)-+-€, 

etc., etc. 

9t9. Integration par decomposition. — Celte ni^thode repose sur la 
propriete suivante, consequence de la regie pour diff^rentier une somme : 

J \f(x) -4- (p(x) -4- ^{x) ...] dx=^f{x)dx -i- J9(x)rfjc -♦- Ji|;(t) dr h 

En effet, d'apres cette regle^ la difFerentielle du second membre est 

6gale k 

[f{x) -k- 9 (x) H- ^ (x) -+- •••] dx, 

et comme la constante arbitraire est comprise dans le signe d*intcgration 
ind^iinie, etc. Ainsi ['integrate de la somme algebrique de plusieurs diffe- 
rentielles est la somme algebrique des integrates de ces di/f4rentielles. 

En decomposant done une differenlielle donn^e en une somme de plu- 
sieurs autres, on parviendra dans beaucoup decas k simplifier et k cffectuer 
les integrations ; mais une habiletd particuliere est souvent n(!cessaire pour 
transformer la diiferentielle de mani^re k rendre cette ddcomposilion pos- 
sible. Exemple : 

C dx r dx I C{a — 6x-4-a-*-6x)c/x i T dx 

J a* — 6*x* 3 (* — ^^) ((^-^-bx) 2a ) (o — frx) {a-^bx) 2aja-¥-bx 

dx 



-L(_^= ' i.(aH-5x) Ll.(a— 5x)^C, 

2a} a — ox 2ab ' 2ab 



d'ou enfin 



i 



dx I , a H- 6x -, 
= — rl. r--»- C. 



o« — 6*x* 2ab * o — 6x 
De m^me, en introduisant le facteur sin*x -*- cos'x =» i, on Irouvera 

Jdx C dx C dx ^ ^ 

-—J — =1 h i . ^ =tgX — C01X-hC = — 2C0l2X-t-C. 
sin* X cos* X J cos' x J sin* x 

Exercices, f-^L^«i[aT- 1. (aH-/i«*)] -+-C; 

JflC •+- pr OL 

\dx \ / ^ = arc sin x — l/i — a^-i-C; Jtg* xdx = tg ar — ac -♦- C; 



sin' « cos" X 2 cos' x 2 sin' x 



|cos'aNfe= - I 

5 
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dx I I 



-i-2l. tg. x + C; 



I . V ^ 

(i + cos 2x) dx =: - (x + sio X cos x) + C ; 

2 



^ , COS (o -*- rt X COS (a — /i) X 

sin MX cos Axdx = J ^ ] ^ — + C : 

Jdx I / 6x I , o -♦- 6x\ 

o* — 6*x* 2a*6V ^ a 2 a — bxj 

%%Z. InUgralion par partie. — En dc^signant par u, v deux fonctions 
d*une variable x, on a troiiv^ pour diffdrentier le produit uv la formule 

d. uv= vdu -H udv^ 
d'ou 

udv e= d. III? — vdu. 

Integrant les deux membres et appliquant la rigle (999), on aura 

J udv = tti; — J vdu. 

Gettc equation constiluc la r^le de I'inUgration par partie. Toutcs les 
fois que la differcntielle donnee f{x) dx sera decomposable dans le produil 
d*une fonction u par la diff^rentielle dv d'une autre fonction, cette regie 
raminera le probi^me a la recherche de Tintdgrale de vdu^ qui sera 
souvent plus facile k trouver.Soit,comnie exemplcyk determiner Tint^rale 

Jarctgxdx. 

Posant dans la formule g^n^rale u = arc tg x, v ss x, on a 

Jr xdx I 
arctgxax = xarctgx — I 1=« arctg x 1. (i h- x*)-i- C. 
Jl-f-X* 2 

Soit encore, m ^tant entier et positif, 

J X"* cos xrfx «=■ J x"*d (sin x) ^ x"* sin x — m J x"~* sin xrfx. 

Une seconde integration par partie ramcnera cette inUfgrale k eclle de 
x"*"' cos xdx, et ainsi de suite, jusqu*2i ce que Ton arrive 2i J cos x d!x ou ^ 
J sin X dx, lesquelles, ^tant connues^ feront connaitre toutes les prd- 
cddentes. 

Exercicei. J x'e'dx = c« (x» — 3x' H- 6x — 6) ; 

J arc sin X dx j= X arc sin x -¥• V^i — x* •+- C ;^ 

(xe*(ix *^ « f * arc sin x dx . _ 

7—- — VI = -*•• C ; I ■ — = X — 1/ I — t" arc sin X -♦- C ; 
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dSD X I 

arc sin x j = arc sin « -t- - 1. (i » a^) h- C; 



;,_..)! |/?^^ « 



J 

; -= ( ) I ) -+....± dbl.(i — aj)H-C 

(i — «)* m — iV I — a? y m — 2V i — » / i — x 

9t4. Remarques. l"* II arrive que Tint^grale d'une m^rne expression, 
obtenuc par divers precedes, se preseute sous des formes diff^rentes, 
ce qui peut tenir k ce que Ton a d^gage dc la constante arbitraire une 
constante ddterminee, pour la reunir k la foncUon qui reprc^sente 
rintegrale. C'est ainsi que Tint^grale 

= arc tff X + G 

I -^ a:' 

peut se presenter sous la forme 



J 



dx X — I ^ 
- = arctg hCi, 



I -♦- X* X -h I 



It 
si Ton pose C = Ci , et si Ton observe que Ton a 

4 

TT X — I 

— = arc tg I, arc tg x — arc tg i =3 arc tg • 

4 X -♦- I 

2"* On a ddmontr^ que, F(x) designant une fonction qui a pour diSi^ren- 
lielle f{x)dx pour toute valeur dc x comprise dans un intervalle ddter- 
mind, toute fonction qui jouit de la m^me propridtd dans le m^me 
intervalle ne diifere de F(x) que par une constante. li faut bien sc garder 
de conclure de \k que rint<$grale de f{x)dx soit ndcessairement representee 
par une mdroe expression analytique, dans toute I'dtendue des valeurs de 
la variable. II peut se faire que Tintdgrale, representee entre certaines 
limites de la variable par une expression, soit representee entre d'autres 
limites par une autre expression; et la premiere pourrait devenir imagi- 
ginaire dans ce second intervalle, sans que Ton fut en droit d'en conclure 
que la difierentielle proposee n'admet plus d'integrale reelle.Parexemple, 
si Ton suppose x<a, on a 

dx 

= — 1.(0 — x) -+- C. 



$ 



a — X 
Lorsque x devient ^a^a — x est negatif et son logarithme iroaginaire; 
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mais, comme lu fonction h inlegrer reste r^clle, il est evident qu'elle admet 
encore une int^rale reelle. Or^ on a 

dx C dx 



J a ^-x Jx — o 



c, 



el sous cettc forme, ]*iiit<fgrale est reelle pour x> a. Ainsi, Tintdgralede 
la difT^renlielle proposec a pour expression analytique — I. (a — x) ou 
— I. (x — a), scion que x est < ou > a. 

On ne doit pas perdrc de vuc cette rcmarque toutcs les fois que Ton 
int^re par logarilhoies. 

Exercices {combinaison des diverses methodes). 



dxya* — x*aa-ya* — «*h — arc sin- -4- C. 

2 2 a 



— l/oB* — o* = K «• —<j^^~a arc cos - H- C. 

m^ X 



ft II 

-^arctgxdjBOBxarctga; — -(arc tgv)' 1. (i -♦-«*)-♦-€. 

I -+-«■ 2 2 



dx arc sin 



'"v ii.=5'^"**«\/^ 



(o-f-o;) arc 



*«\/l- 



|/aaH-C. 



emarosinx (xH-mV^I — X*) ^ 
eM arc tinjB ojB = ^ 1 -4- L. 



I -♦-m' 



I. -»-C, SI 6* — 400 >o*, 



■h 



de 



|/ 6" — 4ac acx-t-6-*- 1^* — 40c 

2 



-♦- 6x -»- cr' 



.« — \ — 



2PX-¥- b 



c, 



si 6» — 4ac^o*, 



2 2ca!-+-6^ .,_ ^^ 

arctg— ^— _ -*-Cf 81 0*— 4flC<o. 



j/4ac — 6" l/^ac — b* 
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CHAPITEE XXVII. 

INTEGRATION DES FONCTIONS RATIONNELLES. 
§ 1. DECOMPOSITION D*UNE FRACTION RATIONNELLE EN FRACTIONS SIMPLES. 

995. L*int^gration des diff^rentielles rationnelles rcposant, en grande 
partie, sur la decomposition d'une fraction rationnelle en fractions plus 
simples, nous trailerons d'abord cette derni&re question. 

Soient f{x)y F(x) deux fonctions rationnelles enti^res de la variable x; 
a une racine reelle de T^quation F(x) = o, et m son degrd de multiplicity, 
eu sorte que 

(i) F (x) = (x — o)~ Fi (x), 

Fi (x) ^tant une nouvelle fonction rationnelle enticre de x, qui ne s'annule 
plus pour X = a. On posera, A ^tant une constante finie, 

^=F^' *'^^ /•(a)-.AF,(a)«o. 
ti (a) 

La fonction f(x) — AFi (x) s'annule done pour xs=a, et est divisible 
par X — a; en d'autres termes, 

/•(x)-AF. (x) = (x-o)/;(x), 

fi (x) d^signant une fonction enliere de x. Divisant les deux membres de 
cette Equation par F (x), en ayant ^gard h Tequation (i), on trouvera 

f^^ A^^^ A /;(x) 

^ ^ F (x) (x — a)- (x — a)"-* F, (x) ' 

La fraction rationnelle f{x) : F (x) est done toujours decomposable en 
deux autreSf I'vne qui a pour nurmirateur une constantCy et pour dino- 
minateur le facteur (x — a) elevi a la plus haute puissance d laquelle il 
entre dans le dinominateur F(x); I'autre, qui a pour numirateur une 
fofiction entihre /i(x), et pour denominateur la fonction F(x) dans 
laquelle I'exposant de (x — a) est abaisse d'utie uniti, 

Ce thdoreme, appliqu^ k la derniire fraction, permeltra de la decom- 
poser k son tour en deux autres; et ainsi de suite, jusqu'i ce que, 
Texposant de (x — a) s'abaissant chaque fois d*une unit^, on arrive k une 
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fraction dont le d^nominateur soil compMtcment d^barrass^ de ce facteur. 
On aura done 

(.) /M=_A_^_iL_^ , A^,i f^ jx) 
^^' F(x) (x — a)- (x — o)— • X — a Fi(x)' 

Ay A«y....y Am-1 ^tanl des constantes ddtermindcs comme on I'a vu plus 
haul et qui ne sont jamais infinies; el fm (x) une fonclion entiere de x. 

Si a dlail une racine simple de T^qualion F (x) = o, m se r^duirait k 
l*unile, et les fractions simples correspondantes k cette racine k une seulc. 

M6. Soil maintcnant 6 une scconde racine, du degre n de mullipli- 
cit^y de I'^quation F (x) = o^ en sorte que 

F (x) = (x — o)* (x — 5)» F, (x), Fi (x) = (x — 6)- F, (x), 

F, d^signant une fonclion entiere. En appliquant le th^or^me ci-dessus a 
la fraction 

F.(«) (X — 6)-F,(x)' 

on la decomposers encore en n fractions simples correspondantes k la 
racine b, et une fraction d^gagee de cette racine, et Ton aura 

F,(x) (x-5)» (x — 6)--* '" X — 6 F,(x) 

Et Ton continuera cette sdrie d*operations jusqu*^ ce que, ayantsucces- 
sivement (Spuis^ tons les facleurs correspondants aux racines de requation 
F(x) = o, on soil ramend k une fraction dont le d(Snominateur ne ren- 
ferme plus aucun facteur en x, c*est-&-dire d une fonclion entiere E (x). 

%%7 , La decomposition dc la fraction rationnelle f(x) : F(x) pourrait 
se faire de la m^me maniere, si les racines a, 6,..., au lieu d'etre reelles, 
etaient imaginaires, car nous n'avons rien dit qui ne soil applicable k ees 
derniires. Mais comme les coefficients A, Ai,... seraient alors imaginaires, 
il est pr^f^rable d*op^rer la decomposition sous une autre forme, qui ne 
donne que des fractions reelles. On s'appuie pour cela sur un theoremc 
tout semblable au premier. 

Soil a-4-|3t une racine imaginaire, du degrd m de multiplicite, de 
requation F(x) ^=3 o; les racines imaginaires ^tant conjugudes deuxli deux, 
comme on sail, Tdqualion aura aussi m racines ^gales a a — ^t; 
F(x) sera done divisible par 

(x_a — pi)- (x — a ^PO- =[(« — « — P»)(« — «-*-PO]% 
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en sorte que Ton aura, quel que soit x, 

(4) F(x) = [(x-«)«+(3«]»F.(x), 

Fi (x) ^tant une fonction r^elle et entierc de x. 
Posons 

(5) M(«-.p.O-N=|;^j. 

Le second membre de cette ^galite se reduira (S, 9) ii une certaine 
quantity imaginaire P -»- Qt qui ne sera pas infinie, puisque Fi (x) ne 
s'annule plus pour x = a -i- (3t, et Tequatioa 

M (a H- Pt) -f- N = P H- Qt 

se decomposera en deux autres 

quiy ^videmmenty ddtermineront pour M, N des valeurs toujours r(^elles 
et finies. 
Or^ r^quation (5), mise sous la forme 

/•(a ^ Pt) — [M (a -^ PO -^ N] F, (a -f- Pt)==o, 

montre que I'^quation 

f(x) — (Mx -+- N) Fi (x) = o 

admet la racine imaginaire a -»- |3t ; et comme cette Equation est k coeffi- 
cients r^elSy elle admet aussi la racine a — |3t; on a done, pour toutc 
yaleur de x, 

fix) - (Mx ^. N) F. (x) = [(x - «)• -•- P'] /•. (X), 

fi{x) iisitii une fonction r^elle et entiere de x. 

Divisant les deux membrcs par F(x), et ayant ^ard k I'dquation (4)) 
on aura 

m\ A^)^ Mx-^N fijx) 

' F (x) [(x — a)» ^ P«]- [(x - ay -4- p']—* F, (x) 

La fraclion rationnelle f{x) : F(x) se decomposera done en deux autres, 
rune qui aura pour numirateur une fonction du premier degre en x, et 
pour dhwminateur la plus haute puissance du facteur (x — a)' -h |3* qui 
entre dans F(x); Vautre^ ayant pour numirateur une fonction entih'e, et 
pour denominateur la fonction F(x), dans laquelle Vexposant du facteur 
est abaissi d'une unite. 
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Gette derniire fraction se dc^composera, k son tour, en deux autres par 
le mdme th^or^me, et ainsi de suite, jusqu'& ce qu*on trouve une fraction 
dont le d^nominateur, nc renfermant plus (x — a)* h- |3' en facteur, se 
r^duit k Fi(x). 

En combinant ce thdorime avec cehii que nous avons dtabli preci^dem- 

ment, on voit que toute fraction rationnelle -^^-^ sera decomposable i^ en 

F{x) 

une somme de fractions simples k coefficients reels, ayant pour d^no- 
minateurs les factcurs rdels du premier ou du second degrd en x, qui 
r^pondent aux racines de T^quation F(x) = o, eleves a des puissances 
^gales ou infdrieurcs k ceiles qu'ont ces facteurs dans F(x) ; 2*" en une 
partie entiere E(x). En sorte que, connaissanl les racines de Tequation 
F(x) =» o, on pourra imm^diatement ^crire la formule de decomposition 
de la fraction f{x) : F(x), sauf que les numdrateurs A, Ai,...,Mx-t-N,..., 
resteront a determiner. 

La marche suivie pour la d<^monstration des theoremes conduirait k la 
determination des coefficients^ mais il cxiste pour cela des procddds plus 
exp^ditifs. 

99S. On peut d*abord employer la rndthode des coefficients indetermi- 
nds. Apres avoir cherchd les racines de Tcquation F(x) = o, et decompose 
F(x) en ses facteurs rdels du premier ou du second degre correspondants k 
ces racines, on posera la formule de decomposition de la fraction suivant 
la nature et le degrade multiplicite des racines, commc on Ta dil plus haut. 
Mullipliant ensuile par F(x) les deux membrcs de Tcquation, le premier se 
rdduira k f[x)', dans le second, tous les denominateurs des fractions sim- 
ples disparaitront, comme dtant des facteurs de la fonction F(x), en sorte 
que ce second mcmbre se rdduira aussi k une fonction entiere de x. On 
ordonnera les deux membres de Tdquation suivant les puissances ascen* 
dantes de x, et, I'dgalite devant avoir lieu pour toute valeur de x, il faudra 
que les coefficients des m^mes puissances de x soient dgaux dans les deux 
membres. On aura ainsi une suite d'cgalites,du premier degre par rapport 
aux coefficients inconnus A, Ai,..., B, Bi,..., M, N,..., et qui seront 
toujours en hombrc suffisant pour les determiner, ainsi que E(x). 

De \k resulte cette consequence inportante : si le degre de /(x) par 
rapport a x est inferieur a celui du dinominateur F(x), la partie enHere 
E (x) s'evanouira. Car, soit X le degre de F(x). Le premier membre f(x) de 
requation ci-dessus est de degre inferieur a I, par bypothese. Dans le 
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second membre, les tcrmes qui proviennent de la multiplication des 
fractions simples par F(x) sont aussi, ^videmment, de degrd infdrieur h >; 
tandis que, si E(jr) n'^tait pas nul, le terme F(x) E(x) rcnfermcrait des 
termes de degre <fgal ou supdrieur k A, qui seraient consequcmment irrd- 
ductibles avec les autres termes du second membre. Les deux membres de 
ridentit^ ne seraient done pas de m^me degre par rapport h x, ce qui est 
absurde. 

La m^thode des coefficients ind^termin^s entralne h des calculs compli- 
qu^s lorsqueF(x) est de degr^ quelque peu ^lev^; la suivante est alors 
pr^f^rable. 

999. On precede d*abord comme par la m^thode pr(^c^dcnte. Apris 
avoir r^olu T^quation F(x) = o^ et ^tabli la formule de decomposition 
de la fraction rationnelle propos^e, suivant la nature et le degr^ du mul- 
tiplicity des racines de cette equation, on multiplie les deux membres de 
r^quation par F(x), de maniere a p^duirc le premier membre h f{x)j et le 
second k un polyn6me rationnel est entier par rapport h x, 

Soient a Tune des racines reelles, mson degr^ de multiplicite, Fj(x) le 
quotient de F(x) par (x— a)"», et proposons-nous de trouver les num^ra- 
teurs A, Ai,..., Am-.i des fractions qui, dans la formule de decomposition, 
correspondent a la racine a. Ces fractions ^tant, comme nous Tavons 

etabli, 

A Ai A^, 

— ^^— — ^-^— ■+- ^— ^^— ^— — ^^— ■+- • • • ■+- — — ^— ^ , 

(x — a)"* (x — a)**"* X — a 

et les autres fractions ne renfermant pas (x — a) en d^nominateur, la 
multiplication par F(x) ou (x — a)"*Fi(x) introduira le facteur (x — a)*"* 
dans tous ces autres termes, en sorte que Ton pourra ^crire 

I /"(x)=AF,(x)-+-Ai(x— a)Fi(x)-+-A,(x — a)«Fl(x)-f-... 
( -♦- Am-.i (x — a)--* Fi (x) ■+- (x — a)"* 9 (x), 

9 (x) d^signant une fonction entiire de x. 

Cclte equation ayant lieu quel quesoitx, faisons x=a; tous les termes 
du second membre sont nuls sauf le premier, et il vient 

/•(x) = AFi(a), 
Equation qui determine A. 

Rrmarquons maintenant que, d'apris la loi de formation des d^riyees 
successives d'un produit, la deriv^e 

Dj(x — a)-Fi(x) 
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renferme le facteur (x — a) aussi longtemps que k est moindre que r, ct 
s'annule consdquemment encore pour x <= a; mais pour A = r ou ft > r, 
cette d^riv^c, ne renfermant plus le facteur x — a, ne s'annulera plus 
pour X =a a. 

Gela pos^, prenons les d^riv^es des deux membres de I'dquation (7), puis 
faisons x=a : tous les termes du second membre s'annulant, sauf les deux 
premierSy nous aurons 

f (a) = AF; (o) ^ A, [D, (X — o) F, (x)]«, 

et, A ^tant di}k connu, on tirera de \h Ai. 

Prenant les d^rivdes secondes des deux membres do Fdquation (7), puis 
faisant x=af ce qui annulera tous les termes du second membre k Fexcep- 
tion des trois premiers, nous trouverons 

f' (a) = AF'/ (a) ^ A. [D« (x - a) Fi (x)]. + A, [D« (x — a)» Fi (x)]«, 

ce qui determine A,. 

Continuant de cette mani^re, on voit clairement qu'apris m — i deri- 
vationsy suivies chaque fois de la supposition x = a, les m coefficients A» 
Afl,..., A«»_i seront d^termin^s. Nous ne d^vcloppons pas explicitement 
les r^sultats de ces calculs, parce qu'ii est plus simple d'appliquer h chaque 
cas particulier la methode indiquee, que d*user des formules gen^rales 
que nous trouverions. 

II importe de remarquer que le dernier terme (x — a)''9(x), aprcs 
chacunc des m — i derivations, renferme encore le facteur (x — a) et 
s'^yanouit pour xs=a; il est done inutile d*en tenir comptc dans la 
determination des coefficients A, Aa,..., et Ponpeut raisonner comme si 
ce terme tCexistaiipas^ ce qui abrdge les operations. 

Lorsque a est une racine simple k laquelle ne r^pond qu^une fraction 

A 

> 

X — a 

requation 

/•(a) = AF,(a) 

suffit pour determiner le numerateur A. Mais la theorie des equations 
nous apprend que, dans ce cas, la fonction Ft (x) se reduit, pour x = a, 
il F'(a); on a consequemment la formule trcs-commode 



(8) I 
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pour determiaer les num^rateurs des fractions qui r^pondent aux racines 
simples. 

990. Pour les num^rateurs Mx+N, etc., des fractions r^elles qui cor- 
respondent aux racines imaginaires conjugates, on suivra exactement la 
mdme marche. Soil a + |3i une racine imaginaire du degre m de multi- 
plicity; posons 

F (x) = [(X - «)• + p«]- F, (x), 

et dcrivons, d'apres le n*" %%7, les termes de la decomposition qui repon- 
dent k cette racine. En multipliant par F(x) les deux membres de T^qua- 
tion ainsi form^e, on aura un rdsultat que Ton <icrira sous la forme 

f{x) = (Mx ■+- N) F, (x) ■+. (M,x + N, ) [(x — a)« -v- P«] F, (x) ■+- .. • 
H- (M«»«,x-+-N^_,)[(x— a)*-+-P«]-'-* Fi (x)+[(x--a)«H-(3»]-<p(x). 
Faisant dans cette equation x == a + |3i, on obtient 

/"(a + PO = [M (a -*- (3t) ■+- N] F. (a ■+- ^i), 

Equation imaginaire qui se decompose en deux Equations r^elles d'ou Ton 
tire M^ N. Prenant les derivees par rapport k x des deux membres de 
Tequation (8) et faisant encore x = a + (3t9 les termes du second membre 
s*annulent tons, sauf les deux premiers, et Ton a une Equation imaginaire 
qui determine Mi, Ni ; et ainsi de suite. 11 suffit de m — i derivations 
pour trouver tons les coefficients, et, par consequent, il est inutile de 
s'occuper du terme [(x — «)* -*- P']**9(jc)> qui donnerait z^ro aprSs 
chaque differentiation. 

Lorsque toutes les racines de liquation F (x)=: o sont indgales, le moyen 
le plus rapide d'op^rer la decomposition de la fraction propos^e consiste 
a faire usage de la formule 

F'(o)' 

qui s'applique ^galement que a soit reel ou imaginaire. II suffira ensuite 
de reduire deux k deux les fractions imaginaires correspondantes aux 
racines conjugu^es, pour obtenir la decomposition de la fraction sous la 
forme reelle, consider^e ci-dessus. 

931. II r^sulte de ce procdde que la decomposition d'une fraction 
rationnelle en fractions simples ne pent se faire que d'une seule maniire 
sous la forme adoptee, dont la possibilite a ete etablie. En effet, si chacun 
des coefficients A, Ai,...., M, N,... admettait plusieurs valours, la 
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m^thode que nous venons de suivre pour determiner ces coefficients 
devrait les donner toures. Or, chaque coefficient est donn^ par one 
Equation ou il n'entre qu'au premier degr^, et n*admetainsi qu*uneseule 
valeur. 

9S9. Exemptes. — I. Comme application de la methode qui vient 
d'etre exposdcy ddcomposons la fraction 

f{x) X' -4- X* -+- 2 

F(x) X* — 2r'-+-x 
L^^quation 

x* — 2X* -+- X = o 

apourracines xa=o, x = i double, x = — i double. On a done 

X* — 2X* ■+- X a» X (X — l)' (X -♦- l)% 

, , x» -+- X* -*- 2 A B Bi C Ci 

foe) c=— *4- + ■ ^ ^ • 

X' — 2X*-+-X X (X — l)* X — I (x-4-l)* X -♦- I 

II n'y a pas de partie entiere. De Ik on tire 

X* H- X* -4- 2 = A (x — i)' (x -♦- i)* -♦- Bx (x ■+- l)* -+- BiX (x — i) (x -f- 1)' 

-4- CX (X — l)* -f- CiX (x — i)* (x ■+- l). 

L'hjpothise xb.o donne A = 2. L'hypothisc x=i donne B = t. 
DifiKrentiant et faisant encore x =» i, en n^ligeant d*ailleurs les termes 
ou figure (x — i)', on trouve 

5 = 88-4-481, 8i ^ • 

4 

Enfin, si Ton pose x«=33 — i dans T^quation ci-dessus, on trouve C=5 ; 

puis, diffdrentiant, n^ligeant les termes en (x-4- 1)* et posant x >= — i , on a 

i=8C — 4Ci, d'oik Ci = — -• 

4 

II suffit de substituer les valeurs trouvdes dans la formule (a), pour 

obtenir d^finitivement T^quation 



x' -+- X* -+- 2 2 I 3 

— 1 "^ 


I 5 


X* — 2x'-+-x X ■ (x — i)' 4(x — l) 


2(x-f-i)* 4(«-*-0 


II. Soit encore 




f{x) x» — I 





F (X) X* — 2X* -4- 8X* — I2X -f- 8 
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L'^quation F(x) <= o a pour racines — 2, i -4- t double ; i — t double. 
On a done 

«• — 2air*-*-8«' — I2X-4-8=a(x-+-2)|(x — !)■-+- l]*=(XH-2)(x* — 2ap-t-2)*, 

et Ton doit poser, la partie entiere E{x) ^tant nulle, 

ac* — I A Mac -+- N M|X -♦- Ni 

X* — 2a:* -♦- 8x* — i2x -♦-8 x -*- 2 (x* — 2X ■+- 2)* x* — 2X -4- 2 

MuUipliant les deux membres par F (x), on a 

X* — I=A(X* — 2X •f-2)*-*- (Mx-t-N)(x-+-2)-4-(MiX-+-Ni)(x-f-2)(x' — 2XH-2). 

II suflSt, pour trouver A^ de poser x = — 2, et Ton a 

QBSIOOA, A = ^• 

100 

On posera ensuite x = i + t, ce qui donnera 

(i ^ t)» — I =:(M -4- N -+- Ml) (3 ■+- 1), 

ou^ en d^veloppant et ^alant separ^meut les parties r^elles et les coeflB- 
cients de 1, 

— 3 = 2M -♦- 3N, 2 = 4M -4- N, 
d'ou 

Q 8 

10 5 

Pour determiner Mi et Ni, on prend les ddriv^es des deux membres 
de I'identit^ ci-dessus, en n^ligeant le terme A(x* — 2X-4-2)*, et Ton fait 
X = I -t- 1, ce qui donne aprcs reductions 

6i = 4M -♦- N — 8M, — 2N1 ■+- i(2M -t- 4M, -♦- 6Nf), 
d'ou 

4M^N — 8M1 — 2Ni = o, 

2M -*- 4M1 -♦- 6N1 =a 6, 

et apr^ avoir subsUtu^ i M, N leurs valeurs, on trouve sans peine 

9 16 

Mi ^ > Ni = — • 

100 25 

La decomposition de la fraction proposde sera done effectu^e par la 
substitution des valeurs de A, M, N, Mi, Ni. 



M 
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§ 2. INTEGRATION DBS FONCTIONS RATIONNBLLES. 

9SS. Soil h int^rer la diff^rentiellc (p{x) dx^ (p{x) ^tant unc fonction 
rationnelle. 
Si la fonction (p(x) est entiere, elle est de la forme 

9 (x) = a ■+- 6r -*- ex* -+- ••• -+- Ax", 

et les principcs 6tablis au chapitre p^c^dent donnent 

I (pix)axs=sax H 1- 1- ••• -4 4- C. 

•^ 23 n-4-i 

Si elle est fractionnaire, en effectuant la division du num^rateur par le 

d^nominatcur, on saura toujours decomposer (p(x) en deux parties, Pune 

f(x) 
entiire E(x), Tautre fractionnaire {^r-^^ dans laquelle le num^rateor 

^ F(x) ^ 

sern de dcgre moindre que Ic dcnominateur. 

La partie enticre E{x)dx s*integre sansdifficult^ comme ci-dessus ; pour 
intdgrer In partie fractionnaire, on d^composera la fraction f{x) : F(x), 
comme on Ta vu (997), en une somme de fractions simples appartenant 
toutes k Tun des quatre types suivants : 

A A Mx-f-N Mx-f-N 

^T^' (x — a)-' (x - «)• -H (3* ' [(X — a)«-*-P*]-»* 

Les m^thodes connues donnent 

40 f-^«»Al.(x— a)-+-C. 

J X — a 

C Adx I A 
2- 1 7 r-= 7 r— ;-^C. 

J (x — a)"* m — I (x — a)**"* 

3^ Pour int^rer les diffdrentielles appartenant au troisiime type, on 
introduit au num^rateur la diff^rentielle du dcnominateur, en posant 

r Mx 4- N r M(x--g-f-a) H-N Mf 2(x — g)<ix 



^"--^^i (»-.)'..p« 



J 



i 
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La premiere de ces deux int^grales a pour valcur I. [{x — a)' -h j3*]; la 
seeonde se ramine, en posant x — a = ^z, k 

Bdz I ^ I X — a ^ 

d'ou 

Mx -♦- N , M , ., ,, o,, Ma + N x — a „ 

4® Od decompose de la ih^me maniire 

J Mx >»-N . Mr 2{x—a)dx r dx 

l{x - ay + (3»]- 2 J [(X - «)» + P«]- "*■ ^^"^ "^ ^^) f(x - a)*-*.p«]* 

Le premier terme a pour valeur 

_M I 

2 ' (m — i) [(x — a)« ^ P*]— * ' 

et le second se ramine^ comme ci-dcssus, k 

Ma 



l« -4- N f dz 
(3«— * J (i ■+. z')- 



Tout est done r^duit au calcul de Ja valeur de cctte derni^re intdgrale. 
Pour cela, on suivra une mdthode qui trouvc de frdquentes applications 
dans Ic calcul int^ral. Ecrivons 

f ^^ _f( i ■♦-z* — z^)dz f dz r zHz 

3(1 ■+-«•)*"") (i-+-z«)"» ""J(i -f-z')"^* J (i ■+- z«)- ' 

Tintdipration par partie nous donne 

Jz'dz if 2zdz ^ z I f dz 

(i -f-z*)- "~ 2 ) ' (i-+-z*)'*""""2{m— i)(i-4-z*)--* "*" 2(m— i)3(i-*-z*)*-«* 

Substituant cette valeur dans J'^quation pr^cedente et r^duisant, nous 
aurons 

Jdz z 2m — ^C dz 

(l -4- Z*)**™ (2m — 2) (l -f Z')--* 2m — 2)(l -f-Z^)*"-*' 

€*est ce qu'on nomme une formule de reduction; elle ramene rinlc- 
grale propos^e it une autre de mdme forme^ mais ou I'exposant m est 
diminu^ d*une unit^. En changeant dans la formule ni en m — i, on fera 
d^pendre la nouvelle int^rale d'unc troisieme ou Texposant m est diminu^ 
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de deux uniles, et ainsi de suite, jusqu*i ce que Ton arrive, m ^tant 
en tier, k 

dz 

- =arctgz -*- C. 



$ 



I -+-z^ 



Cette derniere 6tant connue, fait connaitre toutes ies pr^c^dentcs, et Ton 
doit par consequent regarder Fintegrale 

dz 



i 



( I -I- z«)-» 

commc connue, quel que soit rentier m. 

„ . , „ „. ^ , :. , li,. ,1 (Mx -4- W dx J . 

II suit de la que rinteirrale de la differentielle 7; ,, ' ,- doit aussi 

^tre consid^rde commc connue. 

En reunissant tout ce qui vient d'etre dit, on voit que le probl6me pro- 
pose est compldtement rdsolu, et que Cintigrale d*une diffirenixelle ra- 
tionnelle en x pent toujours s'exprimer par un nombre limiU de termes 
au moyen des fonctions iUmentaires de Vanalyse. 

M4. Quoique la mdthode gdndrale soit toujours applicable, il est sou- 
vent plus simple de recourir k des artifices particuliers, que sugg6re Thabi- 
tude du calcul. Ainsi^ pour trouver Tintdgrale de Texpression 

2(/x 

il faudraity suivant la mdthode exposdc, determiner treize coeflScients, ce 
qui serait assez laborieux. II vaut mieux introduire plusieurs fois le fac- 
teur (x* — 5 — X*) en divisant par — 5 chaque fois. On a ainsi 

I IX* — 5 — X* I I I 

x»(x«~5)»™""5 x»(x*-5)« =~5a:»(x»-S)*'*"sa?(x«-s)»' 
Operant de m^me sur ces deux fractions, on trouve 
II 2 X 

Rdpdtant Topdration sur Ies deux premiers termes, on a 

II ^ I 2 X X 



5» x»(x« — 5)« s» X (x« — sY s» (x« « sY 5* (** — 5) 



s 



— 293 — 

Continuant de la m^me maniire, on arrive enfin k 

I I I X 4X 3X 



2X X 

"5»(a:'-5)*'^5*(«*-S)''" 
La fonction est maintenant pr^par^e pour Tint^gration, h cause de la 
relation 2xcJx = rf{x* — 5), et Ton trouve 

f 2^ 1, a;* — 5 I r I 4 3 

Jx* (x* — sY "" 5" ' «• 5* ls'a:» s*(x* « 5) 2.5* (x« - 5)« 

2 I 1 ^ 

£'xcrctcc«. 

A) Deduire, du cas ou F (x) n*a que des racines simples, uoe formule generale pour 
decomposer f{x) : F (x) dans le cas des racines multiples (4). 
R. Supposons d*abord F (a;) = (x — a) (x — 6) — (x — /). On sait (999) que Ton a 

(J designanl un ensemble de termes dont aucun n'admet (x — a) en diviseur. L*equation 
(oe) etant vraie quelles que soient les valeurs de a, 6,... /, si Ton derive lesdeux membres 
a, ^,...lfois respectivement par rapport i a, 6y.., /, on aura encore une equation 
exacte. Posant «! = i -s-* m, le rdsultat des operations indiqudes pour le premier 
membre sera 

a!/8! »■>!/(«) 

(aj — a)«+« (a— 6)/9+*.. .(« — /)>+* 

D^autre part, a cause de F' (a) = (a — 6) (a — c) — (a — I), le r^sultat des derivations 
indiqudes par rapport li 6, c,... I sur le premier terme du second membre de (a) sera 

M fiy\'"X\ , y(tt) 

x-.a (a — 6)/i+«(a — c)y+*...{o — 0^+* * " '« — o' 

f (a) designant le quotient de f{a) par (a ^ 6) ^+^.. etc... II reste a deri?er a fois cette 
expression par rapport a a. D*apr^ la r^gle donn^e (•4, V), on a 

i#_ " ^_C(! ' -T- — ■ ■+- ■ -4- ••• -^ •— " ' ■ 

x — a (» — a)«+* I (» — o)a i'2(x — a)«"* a! a — a 



(1) Tire d*une note de M. Hermite, T. II. des Annales de la SocUU sdenit/ique de 
BruxdUs, 
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Egalant les d^rivees indiquees dcs deux membres de (a) et simplifiant, on a 
m y(o) ,1 f'(a) 1 f»"^(o)^ 



(»-o)«+«(»— 6)/9+*...(«-/)A+* («— o)«+* I (»— a)« i-a (« -o)«+« 

«!» — o 

Ce dernier terme ne renfermant evidemment aueun diviseur « — a, les autres repre- 
sentent Tensemble des fractions corrcspondantes au facteur (a; — a)«+< du denominatear 
du premier mem bro. Les fractions correspondantes aux racines 6,.../se determinertient 
de mtoe. 
B) Troaver les valenrs des integrales suivantes : 



f *• — »-f-2 . „ I, (x — a) ( g-f-i) * 

I. I r ox: ti. - I. ■:^ T—, r« 

j»« — aa*-H4 3 (» — I) (« -4- a)" 

f dx 



R. — tH f-1. hC. 

as* x « 






R. r--^ --H-fl.(«-l)-?l.(»-f-l)-*--l.(«-4-2). 

6(* — I) 36 ^ 4 9 



^ f (a?»~i)dx 

J «» — a»* -♦- 8«" — 



ia«-f-8' 



9 , ^^«« — a»-f-a 7* + 2 38 , , . - 

R. -2- 1. -^ -f.-£l.arc tg (» — i) -*- C. 

100 «-f-a ao(»*— ax-f-a) 100 



Jaa^ — 5x*-t- 1 



4 ^ ' las 1000 ^ ioo(«»-f-i) ao(acf*+»r 



eg 

-:^ arc Ue « -h C. 
100 ^ 



J 



o-hte* 46* 6* a6« ^ 



(I, »«-f-*xV^a-4-A« A«W^\ ...» jki>o; 

-I. -_ harctgTi — li J»«»iL — ^ 



^ f ito _|3«k^V 



■i 
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dx 
J R. On a, en integrant par partie, 

(a -4- te*)' 

X 5g . 55» . 385* 



l6o(o-*-te*)* 64a*(o-t-6«<)» 5i2o»(o-4-teV 20480* (o -+■ 6**) 

1155 f <*« 



••$ 



^J 



dx 



a-4-6as*-*-cap** 
!«' cas : si 6' — 400 > o, on pose A = i/6" — 400 ; on a 

^« cas : &• — 4AC < o ; on pose b* — 4AC = — **, — 6 -f- *i = 2Cpf ®', et l*on a 

I / - 9 - 9 

— ^ ( or" -4- 2»p* cos - -f-p 2p*x sin - 

4cp« cos - < - 1. .— — h cot -arc tg — — —- -4- C. 

f ** — 2arp« cos - -t-p 

^^ f ite I , (i ■+-«)■ («?■-♦-« -4-1) I xl^ ^ 

*•• \ j=— J'-? ,,, , , tH z.arcig ^-4-C. 

Ji — aj« la I— {r)« a" — «■+-!) 2V^3 *i— x« 



CHAPITRB XXVm. 

INT6GRA.TION DES DIFFfiRENTIELLES IRRATIONNELLES. 

U5. L'integration des fonctions alg^briques irrationnelles, dans le 
petit nombre de cas ou elle est possible en termes finis, s'effectuc gdndra- 
lement par Tun des deux proc^d^s suivants : i*> rendre rationnelle la dif- 
ferentielie propos^e k Taide d*une substitution de variables, ce qui ram6ne 
le probleme a une autre dejft resolu ; S** faire d^pendre, au moyen de Tin- 
tegration par partie, Tint^rale cherch^e d'une autre de m^me forme, mais 
plus simple; celle-ci d*une autre plus simple encore, et ainsi de suite, 
jusqu*ii ce que Ton arrive k une integrate facile k ^valuer. 

Nous allons successivement appliquer ces deux procdd^s aux problimes 
les plus importants. 
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9S€. FoncHon$ de mondmes irratumneU. — Supposons que f(x) mi 
une foDCtion rationnelle des quantity 

^i ^9 Pf 7) ^f '>••• ^tant des nombres entiers. On posera 

X t=3 «•»••••, d'ou dx = n^tf • •• «^*~*d«, 

m p r 

et, par ces substitutions, la diffi^rentielle f{x) dx dcviendra evidemment 
rationnelle en z. On lui appliquera les m^tbodes du ehapitre precedent, 
et Ton remplacera ensuite z par sa valeur en fonction de x. 

On op<Srcrait de mdme si f(x) renfermait des puissances fractionnaires 
d*un bindme a + 6x. 

Exemples : 

fl I I 7 I 1 I 



f 1 -+. X* r X -i x« X* x" ir« x» X* il 

Ji^!j^ L^3 lo 9 7 6 4 3 J 

li — X** -*- ac«) 12 2X"— I ^ 

(i H- X*) (i -f. x*«) /3 /3 

( ^ T- -(I -^x)»ri(i ^x)* -*.|(i -*-x)» -4-^(1 ^x)' 

J(i 4-xV-fi-4-xTi« L3 4 7 



(I -♦- X)» -f. 5 (i -+. x)« -4- ^ 1 -+■ C. 



5 

M7. Diffirentielles renfermant la raeine carrie ^untrindme du second 
degri. — Soit k int^rer une expression de la forme f{XyX)dXf /"d^ignant 
une fonction rationnelle des variables x, X, et X d^signant le radical 

j/A -H Bx -4- Cx», 

ou Ay B, G sont les eonstantes. On peut r^duire la constante C 4 =b x, car 
il suffit de diviser sous le radical par la valeur absolue de C. Nous poserons 
done simplement 

X = i/a -*- 6x db X*, 
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les eonstantes a, b pouvant avoir des signes quelconques, et nous exami- 
nerons les divers cas qui peuvent se presenter. 

i** COB : X=|/a-f-6x-Ha?*. — On pose, z 6tant une nouvelle variable, 

|/a -f- 6x -♦- X* ==s z — «, d'ou o 4- 6x s=s z« — arx, 

z* — CI 2 (z — x) dz 
bdx^^zzdz — 2xdz — 2zdx^ Xasar , dxe= — I ; 

6 -4- 2Z 6 -*- 2Z 

la valeur de x 6(ant rationnelle en z, si on la substitue dans les expressions 
de dx et de X, ces quantit^s s'exprimeront rationnellement en z, et la 
di£Krentielle f{x, X) dx deviendra rationnelle par la substitution propo- 
s^e. On aura ensuite 

z = X -t- |/a -♦- 6x -♦- X*. 

2"^ cas : X = l/a -h 6x — x*. — Soient a, P les raeines, suppos^es 

rdelles, de T^quation 

X* — bx — = 0, 

en sorte que Ton ait identiquement 

o -I- 6x — X* = (x — a) (|3 — x) . 
On posera 

X==|/(x-a)((3 — X) = (x«a)z, 

d^ou 

(3— x=(x — a)z% —dx=z*dx -4- 2(x — a)zdz, 

S -H oz' , 2 (x — a) zdz 

I -4- z* I -♦- z" 

Comme x est fonetion rationnelle de z, il en sera de mdme de X, dx, 
et de f{Xj X) dx ; Tintdgration se fera done sans diflScult^, et Ton substi- 
tuera ensuite 



y X — a 



Si les racines a, (3 etaient imaginaires, le trindme sous le radical serait 
D^atif pour toute valeur de x, et X 6tant imaginaire, Tint^ration ne 
pourrait plus se faire en quantit^s r^elles. 

On peut observer que la m^me m^thode serait applicable au premier 
cas, si les racines de liquation 

o -♦- 6x -♦- X* = o 
Etaient relies. 
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5"* COS. — Quel que soit le signe du terme en x* sous le radical , on 
peut encore, lorsque a est positif, poser 

X =3 ^a -f- 6x d: X* = |/a -h xz. 
Elevant au carrd ct r^duisant, on a successivement 

bdzX'^zz |/a"-H xz*, ±- dx e=s z*dx -h 2 (j/a -♦- xz) dzy 

h — 2Z \/a , 2(i/a"-H xz) dz 

x = — ^ — , dx = ^^^— r — , 

z* =1= I z^zpi 

en sorte que x, et par consequent c(x et X, s'exprimeront rationnellcment 
en z, et que la ditferentielJe /"(x, X) rfx, etant rendue rationnelle, s'inle- 
grera sans difficult^. On aura d'ailleurs 

l/^a -♦- 6x ± X* — ^a 

z =s • 

X 

9S§. Comme application de ces transformations, considcrons I'integrale 

dx 



3|/a 



|/a -4- 6x -*- x' 
qui rentre dans le premier cas. On a imm^diatement 



d^ou 



3|/a^6x-*-x« J«-^ J6^2z \2 ) 

1 — — =3 1.{ - -*- X -♦- |/a -H 6x -♦- x* j -4- C. 

J i/o -4- 6x ■+- x* \^ / 



j/o -4- 6x ■+- x' 
Si Ton a, en particulier, 6 = o, o =» a*, il viendra 

dx 



C = 1. (x -H |/a* -4- x«) -4- C, 

J /«« -*- x« 



formule d*un usage frequent. 
On aurait de mdme, par la seconde transformation, 

Ax C dx C dz 



Ji/;; 



^a -t- bx 



) (X — a)z 


'■)x^z* 


— a arc tg % 


/ X — « 
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Mais cette intdgrale s'obtient sous une forme plus commode en ^crivant 
ix r dx , 2X — 6 



Jdx /• dx , 2X — 

=s I =s arc sin— — 

j/o -*- 6x — x« 1 /7 6«\ / _by j/6M-4a 



C, 



d'aprfe la formule connue, 



i 



dz • ^ r. 

. =3 arc Sin - -4- C. 



/«« — z^ « 



On suppose que (6* -^ 4a) soil positif; s'il ^tait n^galif, il est facile de 
Yoir que la quantity sous le radical serait negative, et que, X ^tant ima- 
ginaii*e, il n*y a plus lieu de chercher une int^rale reellc. 

9S9. Comme exemple de la troisiime transformation, nous choisirons 

rint^rale importante 

x"*dx 



$; 



X» 



'^ax — 
m etant entier et positif. Nous poserons done 

^/ox — X* = xz, d'ou a — x = xz', — rfx ^ z'rfx -h 2xzdzy 

a J 2xzdz 

X =3 r J ox = ^- ■ 1 

I -*- Z* I -h z' 

et nous aurons 

Jx-rfx f dz 

j/inr7» 3(1 + z»)-+' 

Nous sommes ramen^s 2i TinUSgrale trait^e au n"* 9SS (4^), et que nous 
pouvons consid^rer comme connue; nous remplacerons ensuite z par sa 
valeur 

- l/ax — x* 

X 

%40. On ramine un bon nombre d'int^grales aux prdc^dentes, par des 
artifices de caleuK Ainsi, Ton a 

(ax -H |3)dx I a{2CX -¥- b)dx I (2^0 — ab)dx 

^o -♦- 6x ■+- ex* ^^ ya -h 6x -*- ex* ^c j/a + 6x h- cx* 

le premier terme du second membre est la different ielle de 

-j/^o-*-6x-+-cx*; 



le second rentro dans Tun des cas ^tudi^s au n"* %tJ, 
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Soit encore 



f, 



dx 



En faisant successivemeni «==-» z' = ii, on a 

z 

^ C zdz I r du 



ox r zdz _ ^ f 

(a -4- px")|/aT5x« 3(P -+. az«)/6 -♦- az« ^ ^ J(|3 H- «i*)i/6Toil 

On op6re comme au n<* Uft : on pose 

,/rZ u* — 6 , 2vdv 

a a 

d*o& 

f df f do ^ I r do 

3(a ^ (3x«)|/a -h 6x« ~ jop — 6«-+- «»" aJw^±T«' 

en faisant 

On est done ramen^ a une int^rale connue^ et Ton n'a plus qu'a substi- 
tuer i v sa valeur 

X 

On trouvera amsi, si -J- > o, 

a 
81 -il- < O, 

f ^ _j_ kx+y^a + bx* / bcL — a^ . 

si a|3 — fra s=s o, 

Jdx 
( 



l(ac -♦- |3x*)(/a -+- 6x* a|/a h- 6x* 



C. 
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Exercices. 



(»-4-l/iTP)"<te = ^ ^ ^ ' 1.^^ ^ i hC. 

^ ( dx . |/lH-« — 05* — (l-+-») 

». I =-^aarcty ■ ^ hC. 

J (i + a;) l/i -H a? —- aj" * 



'• fv^ 



<i» 



-=====-i.(i/rT^-^i/r3^^ii.(a,+i/7TP) 

-H arc sia « -H C. 

sr: ' ■ 1. -+- ii. 

|/(aH-te)(/-*-^«) l/6y |/p (o -4- to) — 1/6 (/■-♦- ^«) 



'• 1 — = — zi:arctg\/ -y — 






J 



N. B. a, 6, /, 9 8ont positifs. 
dx 



J (a -H ^) i^a -♦- 6a5* 



IL Si afl*H-6a* = A«, — -1. -L |.C. 

81 o/9"-4-6a»=: — *•, — 7 arc 810 hC: 

* (a + ^)i/— 06 



si 0/9* -4- 6a*= O, - 1/ r^ ^ H- C. 

9411. Diffirentielles bindmes. — On donne ce nom aux di£Krentielles 
de la forme 

X** (o -•- bx^ydXf 

les exposants m, n, p ^tant entiers ou fractionnaires, positifs ou ndgatifs. 
Lorsqoe m, n, p sont entiers, la diff6rentielle est rationnelle en x, et 
rentre dans un type que Ton sait int^rer. Les cas ou, la differentielle 
etant irrationnelle, on sait Tint^grer, sont les suivants : 

i" Si p est entier^ m et n dtant fractionnaires, Fexpression x^a'^har)** 
est ane fonction de mondmes irrationnels, et rentre dans le cas du n^SS6« 
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2"* Supposons qoe Ton ait p = ^9 ^ v <Stant des nombres entiers, et 
posons 

(o -♦- 6x»)* = «i dou X«f r — u» 

dx t= -^ ( ^-T— )* ~* ^'^^^j (* "•■ ^^y == ^« 

II viendra, par ccUe sobstitution. 



et cette expression sera ^videmment fonclion rationnelle de z, si 

m H- I 
n 

e«( un nombre entter, positif, nul ou n^atif. Done, quand ceCte condition 
sera remplie, la substitution indiqude rendra la diffdrentielie bin6nie 
rationnelle en z, et son int^ration se raminera aux r^les du cfaa- 
pitre XXVIL 
3° On pent encore dcrire la diffdrentielle bindme sous la forme 

X" (a H- hx^y dx = x*+*' (6 H- ax-») dx, 

et si Pon pose 

fit -t- np <= m', — n = m', 

puis que Ton applique le thdor^me ci-dessus (2''), on verra que la diffi- 
rentielle donnie pent itre vendue rationnelle et intigrie lorsque 

m' -♦- I m H- np H- I 

n' n 

est un nombre entier ou se riduit d ziro. Et pour obtenir ce r^sultat, on 
mettra d'abord la diflMrentielle sous la forme indiqu^, puis on emploiera 
la substitution qui convient au cas prudent. 
On trouve par Tapplicalion de ces principes, 

dx 3X H- 2 J 3 1 



==- — r— 1/« — I — ^arcsin-— -♦- C. 

x»|/x— I 4« 4 )/x 

Jxdx 2 2a -I- bx r x*dx x* 
I^TJ— ==-^U I J— J 



C, 
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C x*dx (a ^- x»)» = ^ (o -«- *«)* /"x* — ^^ + C. 

5xdx I / Jc g 

5 *" a 1/ 20 — X 



r(i— |/x)*da; 2(1— 1/«)» , I— (i — l/x)» 2 ^ 2(1— |/xj»-i-i 



a H- fex*)» dx = -— rr \- 



2a r «& (a -4- 5a:')* 



949. Le second proc6d6 dont nous allons maintenant faire Tapplica- 
tion, consiste k preparer la diff^rentielle proposde de maniere k effectuer 
une int^ralion par partie, et a decomposer I'intdgrale i laquelle on est 
ramen^ en deux autres, dont Tune est pr^cis^ment celle que Ton cherche, 
Tautre ^tant de mime forme^ mais plus simple. On a ainsi une formule 
de reduction dont Tapplication T6p6iie conduit k la solution, ou du 
moins k la simplification du probl^me. 

Cctte methode s'applique mime avec avantage aux diff^renticlles ration- 
nelles, et nous avons dejii vu un exemple (MS). 

Considdrons^ comme exemple, la diff^rentielle bin6me 

|/i — «' 
et, observant que 



nous aurons successivement 
x"dx 



$ 



^^i — X* 



= — x"^ (/ 1 — X* -♦- (m — i) J x^-^dx ^/i — x' 



——or-* ^i ~ x« -4- (m — i) I ^ 

} i/i — x* 
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3|/i — »« »» •» 3 i/i — . x« 



D^composant cette derniire int^grale, on y retroove la propos^e que 
Ton fait passer dans le premier membre, et Ton a 

«*^ ^1 — x" m — 

.^ ' »- , ,. 

^1 — x« *** ^ jy\ 

Telle est la formule de reduction de Tint^rale propose. EUe permei 
d'abaisser I'exposant m de deux unit^, ei par suite, de quatre, six, etc... 
Si m est entier, positif el pair, on sera ramen^ par ces reductions sueces- 
sives k 

r x*dx xi/i — X* if dx x > i ,» . 

I . = \"-\' — = |/i — x'-i-- arcsmx-^C. 



Si m est impair, on arrivera k 

xdx 
|/i — X* 






= — |/i — X* -♦- C. 



Si m est entier^ mais n^atif, la transformation ci-dessus ne servirait 
qu*& Clever la valeur absolue de Fexposani de x, mais en la renversani 
et changeant m en m + 2 on a 

x*dx »•+* |/i — X* m -♦- 2 f x"*+*dx 

d*oJi, rempla^ant tn par — m, on tire 

(ix ^1 — X* m — 2 f dx 

Au moyen de cette formule, on abaissera successivement Texposant 
de X de deux, quatre,... unites, et Ton sera ramen^, si m est pair, i 

dx |/i — x' 



J 



x' |/i — X* 



.9 



si m est impair, i I'int^rale 

dx 



i 



x|/i — X* 



& laquelle la formule ne s'applique pas, vu que m — i &»= o. On cherchera 
directement sa valeur, en posant 

|/i— X* « I — xz. 
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d*ou 



— X = — 22-1- XZ* 



, 2(1— XZ)dz 2Z 



et Ton aura 



1 



dx Cdz , . I — 1/ I — x« 

— J = \ — = 1. z = 1. ^^ h C. 

a:|/i— x« J « « 



On trouve^ par rapplication dcs formules qui prdcident, 

-7 = — '^— ^ ( x» -^ ^x» 4- ^x ) -f. ^?-|apc sin x h- C; 

l/i—x* ^ \ 4 2.4 y 246 

r dx , ._^_iA^=^Y^-hA^3jV 13:5, 1-1/7=;^ ^^ 
Jx^l/i-x* ^•** \** 4»* 2-4/ 2-4.6 * X 

S4S. La m^me marche s'appliquc aux dilT^rentielles bindmes^ consi* 
d^rdes en general. On a en effet 

x"(a -*- bx'*ydx =— x"'"»+* (a -r- bx**)Pd{a h- 6x»), 
et I'int^ration par partie donne 
(i) \x-(o -+■ bx*ydx = j^. -i r- 1 x-— (a -+- 6x-VH-«dx. 

Mais on a ^videmment 

x«»-* (a -^ 6x")''+* = ax"*-» (a -♦- 6x")'' -h 6x"» (a -♦- 6x*)'', 
et en dccomposanl ainsi la derniire int^gralc, on trouve sans peine 

(2) Vx^'fa -♦- 6x"y'dx= -r-7 —^ rr \ \x"»--(a -♦- hx^ydx. 

J 6(m -t- np -t- i) 6(w-+-/ip-i-i)J 

Cette formulc r^duit I'exposant mk m — n; si Ton y remplace m par 
m -H n, et que Ton tire dc I 'Equation la valeur de Tintdgralc ou second 
meoibre, on trouve 

(3) U-(a-+-6x«Wx= ) ^ ■ — --^- — ^\x-+»(a-*-6x-)^dx. 

^^'J ^ ' a(m-hi) a(m -t- i) J ^ ' 

Au lieu de faire porter Tintegration par partie surle facteur (aH-6x'*)''(/x^ 
on pent la faire porter sur le facteur 

, d.x**+* 

x**ax = » 

m -•- 1 



S2 
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et Ton a 

(4)f x-(a H- bx-ydx^ '"^'^'' -^ ^)' „E^ C,.^(a -v fcx-)p-.<fa. 
^^'J ^ ' m -♦- I m -f- I J 

D^composani 

5x**+"(o -♦- 5«")''"* = «"»{a -♦- 6x")'' — axr (o -f- 6x")'^, 
et ramenant dans le premier membre Tint^rale cherchde, on aura 

(5)(x>(a ^- bx-ydx^ '^"'^''-^^^ f P"° (x-(a -k 6«-)^d». 

Enfin, si Ton veut augmenter I'exposant p d*une unit^ au lieu de le 
diminuer, on change dans cette formule p en p -4- i, on tire de r^quation 
la yaleur de Tint^grale au second membre, et Ton a 

^ 'J ^ ' (p-^i)na {p-i-i)na J ^ ' 

Les formules {i)k (6) servent & la reduction des int^rales bindmes. 
Observons d'abord que n peut toujours itre suppose ]> o, car si cela n*^tait 
pas, on mettrait la diffidrentielle bindme sous la forme 

Si I'exposant m est positif^ au moyen de Tequation (2) on abaissera eel 
exposant d'autant de fois n qu*]] y est contenu. Si, au contraire, il est 
n^gatif, on fera usage de la formule (3) qui permet dc rdduire cet 
exposant jusqu*& ce qu'il ait une valour num^rique moindre que n. 

De m^me, les formules (5) et (6) serviront, selon que I'exposant p de 
a -^ bx"" est positif, ou ndgatif, k diminuer cet exposant dc une, deux, 
trois,... unites, jusqu*& ce qu'il ait une valeur moindre que Tnnite, et cette 
reduction pourra se faire, soit avant, soit apris la prccedente. 

Enfin, les formules (i) et(4) sont applicables k la reduction simullande 
des exposants m et p, la premiere lorsque Ton am^o, p<o; la 
seconde lorsque m < o, p > o. 

Les formules (2) et (5) conduisent k une indetermination (00 — 00 ) 
lorsque m -4- np -f- 1 = o; mais on sait que Ton est alors dans un des cas 
d'intdgrabilit^ {1t4t). II en est de meme des formules (3) et (4) lorsque 
m -^ 1=0. Enfin, les equations (i) et (6) ne s'appliquent plus lorsque 
p ^ 1=0, mais la diff^rentiellc propos^e est alors une fonction de 
mondmes irrationnels (941). 



— 307 — 



Exempte. Soil k determiner Tint^rale de x^dx{a -♦- bx) •. 
On trouvera d'abord, en se servant de la formule (6), 

EnsuitG, on fera usage de la formule (2), et il viendra 

{x»dx{a + 6x)"' = V«E^ /«. _ ^ 2fl + ll «!«_ 2-46 a»\ 

3 76 V 5 6 3-S 6* JTsF^j"**^- 



Exerciees, 



<• «*"d« ac"*— ' ajtu-B 



• 1 JH 



*"-»-< »«— I j»-,8 



+ 



»»— 8 



(an— x)(i— ««) « (ijn — 3)(x— a?") « (2n — 5)(i— «•) « 



flB 



jiparGsinac-4-C. 

do; 



(a+tef^ 



J^ ^ A 2p-»-36\ ^ (gp-l-i)(2p-^3) 6«/> 



•4-6 J 2-4-6-8 



2*4'0 2*4-6*8 a 






J af^dx _ 3(fl-i-6g)s r 3gg^ ^ 

f«-H6x»i *t3« + 2L (3m- 1)6 



3« (m — i) fit o* 



I 



f 



(a-4-(»a?)» ^t3«-»-2L (3m- 1)6 (3w-i)(3m-4) 6* 



db- 

2 



3"» 1 . 2 ••• m a* p 
• 5 ••• ism — I) &"»J 
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CHAPITEE XXIX. 

INTEGRATION DES DIFF^HENTIELLES RENFERMANT DE3 FONCTIONS 

EXPONENTIELLES OU CIRCULAIRES. 

944. Dans un grand noinbre dc cas, rintroduction d*une nouvelle 
variable ramenc la differentieile propos^e k la forme algebrique. Ainsi, si 
f{z) est une fonclion alg^brique de z, les diffirenlielles 

dx dx 

fie') e'dxy /*{tg x) ^—r- » /"(arc sin x) _ »••• 

se ram^aeront & la forme f(z)dz par les substitutions respectives 

e'ssaz, tgx=>£, arcsinx = z,... 
Par exemple, on aura, en posant e** = z, 

Jdx C ^'dx 1 C dz I / V « 
==» I ;— = - i = - arc tg le^) -^ C. 

Si Ton remarque que les fonctions 1. x, arc sin x, arc tg x,... ont leurs 
difi<6rentielles alg^briqucs en x, on rendra algdbriques les diffdrentielles 
de la forme 

/{e') dxy f (sin x) dx, /*( sin x, cos x) dXy /"(tg x) dxj... 

/*d6signant toujours une fonction alg^brique. En cfTet, si Ton consid^re 
la premiere et que Ton pose e* = z, on aura 

1 J ^^ 

Xs=l.Z, tfX ea J 

Z 

et par suite 

/"(e-)dx = /-(.)^. 

z 

On operera de mime pour les autrcs. Soit, par exemple, 

dx 

sin X (a -4- 6 cos x) 

la diffdrentielle donn^e. En posant cos x = z^ on lui donne la forme 

dz b^dz dz dz 

"^(a-4-62) (i— «*) ~ (a«— 6«) {a-^bz) 2(o-t-5) (i— «)" 2(0— 6)(ih-z) ' 
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et en int^rant, puis remplacant z par cos x, on aura 

Jdx fc . / f X l-(i — cosap) l.fi+cosx) 

sinx(a-«-6cosa?) a" —6* 2 (a -4- 6) 2 (a — 6) 

945. D*autres transformations conduisent quelquefois k un resultat 
plus simple. Ainsi, Ton a 

Jdx r dx 
a -♦- 6 cos X I / • ^ *\ t / 3B *\ 

I ol cos*— -i-sin*- )-♦- of cos* sin* - 1 

J \ 2 2j \ 2 i) 

X X 

d*ou, divisant haut et bas par cos*- et faisant tg-s= z, on trouve 

2 2 

$dx r 2dz 

a -♦- 6 cos X ) (o -♦- 6) -♦- (a — 6) z* 

On pent toujours supposer a -^h positif ; a — 6 sera positif ou negatif, 
done 

a H- 6 = aV o — 6 « d= (3% 
et comrae on a 

$dz I ^z C dz i^ a -+- (3z 



J 



on aura ddfinitivement 

-7=4==arclg(%/^^tg^)-HC, si o-6>o; 

dx 1 ^ 

a-Hfcco8x~J . i/6-t-o -♦-1/6 — atg- 

I. hC, si a — 6<o. 

X 



J^^' — «* /rr^ - l/T^^ tg 



2 



En general, si /l[sin x, cos x) est une fonction rationnelle de sin x, cos x. 



x 
en posani z ^ tg - 9 on aura 



2Z I — «• J 2dz 

sinx=3 1> cosx=a 29 axs=s 



I -♦- z* I -♦- z* I -♦- z* 



et /*(sin X, cos x)dx deviendra rationnel en z. 

946, L'int^ration par partie s'emploie tris-utilement pour revaluation 
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ou la reduction des diffirentielles transcendantes. Soicnt u, v deux fono 
tions dc X, n un nombre entier positif^ et faisons 

Vt B» J vdx. 
Nous aurons 

(i) J t/*vdx «= ii*i;i — n J u*"*ridii, 

et si les fonctions u, Vt salisfont a la condition 

Vidu ea ^dx, 

jf dtant constant, cette Equation deviendra la formule de rcSduction 

J Wvdx = u"i?i — njf J u"~* Dclx, 

qui conduira imm^diatement & la valeur de Tint^rale 

J u''vdxs=iV^ [k* — njtt*~*H-n(n — i)5f*M""" — -.d: n(n — !)••• ij^J-hC. 

La condition ci-dessus est remplie si Ton prend 

I 

U es X, V = e", O = - J 

^ a 
done 

\x"e*'ctx= — X* x*-«+-i — ; — :a-^-i_..,±— 1 £ l + c. 

J a L a a* «" J 

De mime, u e=3 1, x, r = x"*~*, o »= — > donneront 

tit 

Ul.x)"x-^«dx=:— (l.x)» (1.x)*"* -^ -i— _i(i.x)— « dz -i 1 — , 

J^ ' fn\j ' m ' m* ^ ' m" J 

Reprenons I'dquation (i), et supposons que Ton ait 

J Vidu =s t?s, Vidtf s= jjTvdx; 
une nouvelle int^ration par partie nous donnera 

J u*"*t?idu sas u"~*ri — (n — i) J M*~*ridM, 
et par suite 

(2) J w*rdx a= w"i?i — nM*~*Vi -i-n(n — i)SfJ tt*"'t?cfcr, 

formule de reduction qui abaissera Tcxposant n de deux unites. Par 
exemple, si Ton fait 

ti=sX| vsscosXy d*ou ViBssinx, Vt = — cosx, 

on aura 

Vtdu = — cos xrfx = — rrfx, 
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et il suffira de poser 9 = — i pour que la coadition soit satisfaite. La for- 
mulc (2) donnera 

J X* cos xdx = X* sin x -♦- nx»~* cos x — n{n — i) J x*-* cos xdx, 

et Von sera ramen^^ selon que n sera pair ou impair, a 

J cos xdx = sin x, ou & J x cos xdx = x sin x -h cos x. 

On trouverait de mdme Tintdgrale de x" sin xdx 

%4l7. Si Fexposant n ^tait n^gatif^ Tin tdgra lion par partie, portant sur 
Ic facteur vdxy ne servirait qu'a Clever cet exposant ; il faudrait alors la 
fairc porter sur le facteur u^dx. On aurait, par exemple 



J 



e«' , c"* a C e^dx 

— dx = — 7 ^^ : H I , : 

x» (n — i) x"~* n — I J x*~* 



changeant dans cette formule n en n — i, on abaisserait Texposant de x 
de deux unites, et ainsi de suite, jusqu'& ce que Ton arrive k 

e"dx 



f 



9 

X 



int^rale qui ne pent plus ^tre soumise k aucune reduction et constitue 
une nouvelle fonction transcendante. 

948. L'int^gration par partie pent m^me, dans certaiiis cas, ^tre diri- 
gde de maniere k reproduire, apr^s quelques operations, I'int^rale 
primitive; on a alors un systime d'^quations qui determine celle-ci, et 
toutes celles par lesquelles on a du passer. Ainsi Ton a 



J 



6" 6 

c*" cos 6xdx = — cos 6x -4- - f e**' sin bxdx* 

a a'' 



eiy en integrant de nouveau par partie, 



$ 



6^' 6 

e** sin 6xdx = — sin 6x f e*' cos bxdx. 

a a'' 



On retombe sur Fint^grale propos6e ; r^solvant ces deux (Equations par 
rapport aux int^rales qu'elles renferment, on trouvera facilement 






, , e«* (a cos fix -h 6 sin 6x) 

C" cos bxdx = ^ r rr -♦- C, 

a" H- 6* 

... e*" la sin 6x — 6 cos 6x) 

e*' sin 6xox = — ^ r n -♦- C. 

<r -4- 6* 
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949. On .1 friSqueoiment k int^grer dcs differentielles de la forme 

sin"* X cos* xdxy 

les exposants m ctn etant enticrs, mais posirifs on negatifs. II est facile 
de les ramener anx difTerentielles bindmcs; il siiffit de poser 

sin X = «, cos X = |/ 1 — z*y rfx = (i — z*) • dz, 

d'ou 

*-i 

sin"» X cos" X rfx =s «" (i — z') • dz. 

On pent aussi, lorsque m ei n sont positifs, developper sin"*x cos"x 
en nne somme de sinus ou de cosinus des multiples de x, k I'aide des for- 
mules du n"* 11. Ainsi Ton a 

sin* X cos* xdx =- (i — cos 2x) f i -♦- cos 2x) dx = -(i — cos' 2x) dx 

4 4 



I /i cos4x\ 

4V2 2 y ^' 



X sm 4X 

dont I'intiSffrale est ^=-- -♦- C. 

8 . 32 

Mais le mieux est de r^duire, dans les difTerentielles de cette forme, 
les exposants m et n, au moyen de Tintdgration par partie, comme 
au N** t4t. 

En observant que 

cos X (ix = d. sin x, sin xdx = — d, cos x, sin* x =» i — cos* x, 

cos* X ■= I — sin* X, 

on trouvera par ce proc6d6 

(3) (''* "•" i) Jsin* « cos" » (fo = 8in'»+* x cos*"' » -♦- (n — i) f8in'*+* x cos*"* x dx, 

(4) (m -H n) Jsin** x cos" xdx=s sin'»+*» cos""" ' « -»- (n — i)Jsin'» x cos*"* x dx, 

(5) (* ■♦■ l) Jsin*" X cos* 05 cte = — sin*+* x cos"+ * x -♦- (m -♦- n -♦- 2) fsin* x cos"+* x d*. 

(6) (n -♦- 1) fsin* x cos* x dx =: — sin*"' x eos"+ 'x -*-(!» — i) f sin""* x cos*+* x dx. 

(7) (»» -*" ») Jsin* X cos* X dx =1 — sin"" ' x cos*+ ' x -♦- (m — i) Jsin"^ x cos* x dx, 

(8) (m -♦- 1) Jsin" x cos* x dx = Bin"+ * x cos*+ * x -♦- (m -♦- n -h 2) f sin"'^* x cos" x dx. 

La formule(4) servira, dans le cas ou n est positif, k abaisser successive- 
ment cet exposant de deux, quatre, six,.. . unites, jusqu'ii ce qu*il se r^duise 
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k zero ou k Tunlte. La formule (7) r^duira de roeme Texposant m s'il est 
positif. Les formules (5) et (8) reduiront, au contraire, Texposant n ou 
Texposant m, suppose negatif, en lui ajoutant snecesivement deux, 
quatre,... unilds, jusqu'& ce qu'il deviennc — i ou z<5ro. EnGn, si Ton 
avait k la fois m < o, n> o, on pourrnit se servir de la formule (3) pour 
reduire simultan^ment les deux exposants; si Ton avait m> o, n <o, on 
ferait usage de la formule (6). 

Par Temploi combine de ces formules de reduction, on sera done ramene 
k Tune des int^grales suivantes, dont la valeur s*obticnt imm^diatement : 

J sin X Jx = — cos X -h C, J cos x rfx «= sin x -♦- C, 

$, sin* X ^ r sin X , 
sin X cos X ox = h C, 1 ax = — 1. cos x -♦- C, 
2 J cos X 

Jcosxefx . . ^ f ^ , r^ ,^^^\ 

—, =.1. sinx -I- C, I -: = 1. tgx= C (Ml), 
sinx J sin xcosx 

- — = 1 = l.tg~-f-C, 

sinx I . X X 2 

I 2 sin-cos- 

J 22 

Les formules (4) et (7) sont inapplicables lorsquc Ton a m «=» — n, mats 
on pent alors si^e servir, si m > o, de la formule (6) qui donnc 

(m — i) J tg"* X dx = tg'""'* X — (w — i) J tg"*~' X dx; 

si m <o, de la formule (3) qui donne 

(n — i) J col* X (ix =3 — cot"~* X — (n — i) J col*-* « dx. 

On observera encore que si Ton arrive, de reduction en reduction, a 
une int^grale dans laquelle Texposant de sin x ou de cosx soit rdduit k 
Funit^^ sa valeur s*obtiendra imm^diatement, car Ton a 

sin**+* X ^ C . . cos'+* X 



C sin**"^ X C 

\ sin"* X cos xdx= h C, I cos* x sin x dx = — 



n -k- 1 



C. 



Concluons que, dans Ic cas ou m, n sont entiers, la diffiirentielle sin*'x 
cos* X dx peut toujours s'inl^grer sous forme finie. 1 
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Exerciees. 






sinWe I a6 — c*cos6 

— := - arc sin -—— ^— — —— -•- C. 



f dx 1 /b \ 

f 2 — sin« 4 / 1 A ^ 

J(l — r cos «) dx X /i -♦- r «\ 

I— 3rcos»-*-H 2 V^ — ** ^J 

\ dx r ddD 

. I — 7-7 : — =1 ; : (SAft): 6 = r COS a, c=:r sin a. 

J a + 6 cos a; -H c sin « J o -+- r cos (as — a) ^ " 

r (a » 6 cos 6) d6 .6 — a cos _ 
I = arc sin 1- C. 

J sin 9 \^ — {o* H- ft") -f. 206 cos e -h c« sin" 6 i/gi — a* sin 6 

c* — a* > o. On mettra la quantity sous le radical sous la forme 
(c« — a*) sin* e — (6 — a cos e)«. 

. J [1. (« H- V^l-HB»)]» d» = [1. (x -h K7+5*)]"-« [x 1. (or H- V^I-f^; — n V^ i4-»»] 

-♦- n (n — I) f [l. {x + Kl -*• «•)]*-■ lis. 

. |«"cos»«cfa = — ( «• lsin5»-i ;r^ — ^£(«* — 2)sina8-i--«cosa5-»-C. 

J 12^ 9/ 18 4 « 



a(o«H-4) 



«« cos'gdjF^ ^^^,^^^ (o* cos* » -♦- 2a sin X COS 08 -♦- 2) H- C. 



ti 



r 0*" 

. I «*sin*«d«= —7-1 (a*sin'« — 2a sin x cos « -I- 2) -♦- C 

C ^ «* (o sin 2x — 2 cos 2x) _ 

19. I C** sin X cos X ox =: T-= r H- L. 

J 2(o«-+-4) 

Jxdx _ 

. , esB — xcotxH-1. sinx+C. 
sin'x 

C cosx/., 4.. *'4\« 
«4. I sin*xcte = ( sin«xH-^sin»x-4-— j -hC. 
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sin « cos as / ^ 5 . 3 • 5\ ?. • 3 • 5 r> 

COS«»(to = 2 I cos* » -4-- COS* »-♦-=—= 1 H =— 2X-4-C. 

6 V 4 2'4y a«4«o 

sin* a?/ . 6 . 4-6 , . 2 -4-6 \ 

sm*»cos'x<l»= I cos««H cos**-*- — — cos«g-4- I 

15 \ 13 II • 13 9 • II • 13/ 



sm* X dx sin' x 

= sin ae -H 1 

coste 3 



"(H)*' 



dx cos« ^ , . /. 

-7—= r-r— (I -♦- 2 Sin* ») -♦- C. 



Sin* X 3 Sin" X 

lg'»(te = ^-^-^^-l.cosx-+-C. 

sin* X dx 1 / 4 2 • 4 \ 

z — = ;- I sin« « — - sin« x I -♦- C. 

cos** 3 cos' a? V 5 5 '7/ 

dx / I I ^ \ 1 . /^ 

Sin' « COS s I6sin*» 4 sin* a; 2sm*»/ 



CHAPITRE XXX. 

int£ohation par les series. 

%B0. Le d^veloppement d'une intdgrale en s^rie convei^ente repose 
sur un th^orime que nous allons dtSmontrer. 

Soil «o-t- til -f- ••• -4- ii«.i -t- ••• une s^rie dont les termes sont fonctions 
continues de la variable x, et qui est en outre convei^ente, pour toutes 
les valeurs de la variable depuis x = xo jusqu'ii x = X; soit f{x) la 
somme de cette s^rie, en sorte que t*<m ait, pour toute valeur de x 
depuis Xoju9qu*d X, 

(i) A^) = Vo H- til -♦- h ti„-i -t- R*, 

R« tendant vers ziro quand n devient infini. Multiplions par dx et inte- 
grons les deux membres de cctte egalil^, a partir de Xo; il viendra evi- 
demment, en combinant les th^oremcs des N^* 917 et tIM, 

[X fx /'as fx fx 

\ f{x)dx^=^\ Uadx-^X uic(x -4- «•• -v i Un^idx-^\ ^ndx, 
Le dernier terme tend vers zero lorsque n croit ind^finimeut, car il 
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represente (916) Taire, terminde aux abscisses Xo et x, d*une courbe dont 
Tordonnec R» devicnt inGniment petite, quelquc soit x. II en resulte que 
la somme des autres termes tend inddfinimcnt vers Pinl^rale f{x)dx^ 
lorsque n crott inddfiniment, on, en d^autres lermeSy que I'on a le cfeve- 
loppement en serie convergente 



(2) 



(9 rx [x rx 

I f{x) dx^= \ uodx -^ \ til rfx -t- I fitdx 

J^o J»o *«• Ja^o 



La limite supdrieure des integrations, t, pent avoir une valeur quel- 
conque depuis JCo jusqu'ii X. 

II est bon d*observer que, si la scrie qui reprdsente f{x) devenait 
divergente sans dtre inGnie, pour certaines valeurs de x entre Xo ct X, 
Ra ne tendrait pas vers zdro pour ces valeurs de x, mais cela n'introdnirait 

dans Faire de courbe I RmcIx que des didments infiniment petits, et 

rdquation (2) existerait toujours. 

Le ddveloppcment de Tintdgrale inddfinie est facile k ddduire de \k. On 
a en effet 

f/"(x)dx=(*/(x)<fa-4-C, 

et par suite, 

rx cx 

(3) J / (x) dx = C -4- I tto dx -+- ^ til dx -+- • •• 

Le developpement en sdrie convergente d*une intdgrale inddGnie est 
done ramenc au ddveloppenient de la fonction sous le signe J. 

961. On ddduit encore du thcor6me prdcddent une consequence fort 
utile. Si leu termes d'une sSrie convergente sont fonctions de x, leurs 
dirivees formcront une nouvelle serie qui ne sera pas toujours convergente ; 
maiSy si elle Vesty elle aura pour sotnme la diriv^e de la somme de la sMe 
primitive. 

Gar, soient F(x) la somme de la sdrie primitive, et 

^ (x) = tio + til -4- •• • -♦- ti,» -♦- •• • 

celle de la sdrie formde des ddrivdes de ses diffdrents termes. En integrant 
k partir d'une valeur Xo convenablement choisie, on aura, d*apr6s Ic 
numdro prdcddent, 



Jf{x)dx='\ Uodx -^ \ til dx 
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et cette s^rie convei^ente aura pour somme F(x) -4- €, puisque ses termes 
ae diffi&rent des termes correspondants de la s^rie primitive que par des 
constantes. Done on a 



i 



* /"(x) dx = F (x) -h C, /(x) = F'(x), 

«0 



ce que nous voulions etablir. 

Comme application de cette remarque, on peut d^duire Tune dc Tautre 
par une simple diffirentiation, les deux series qui repr^sentent respective- 
ment sin x, cos x (91). 

Mtl. Le theoreme du n"* %50 est susceptible de deux sortes d*applica- 
iions, les unes qui se rapportent aux difTerentiellcs dont Pint^ale peut 
^tre obtenue sous forme finie; les autres qui se rapportent aux difii^ren- 
tielles qui ne sont pas dans ce cas. 

Dans le premier cas, en ddveloppant la fonction sous le signe d'intdgra- 
tion et appliquant le theorimc, on obtient la valeur en s^rie convergente 
d'une intdgrale d^ja connue sous forme finie, et en ^alant ces deux 
expressions, on est conduit k des series nouvelles. 

Par exemple, si x est compris entrc — i et -4- 1, on a 

(i — X*) • =3 I -♦- - X* H X* H 2 ^* -♦-••• » 

2 2*4 2 • 4 • 6 

ct par suite 

'X -i IX* i.3X» i-3-S«' 

(I — x') *ax = xH 1 1 — H ••• 

10 23 2.45 2.4-67 

Mais on sait, d*autre part, que Tintegraie au premier membre n*est 
autre chose que arc sin x, sans constantc, puisque cette fonction s^annule 

avec X. Done 

IX* I • 3 X* I • 3 • 5 x^ 

arc sm X s= X H 1 1 ^ h • • • > 

23 2*45 2«4«67 

et cette s^rie sera convergente, comme la premiere, pour toute valeur 
de X comprise entre — i et -+- i. 

Pour X = I, on d^montre (note I'^) que la sdrie est encore convergente; 
d^autre part, la somme de cette seric est fonction continue de x jusque 
et y compris x = i (86, remarque); en sorte que, x tendant vers TuniU^, 
la limite du second membre est la somme de la s^rie 

II 1*3 I i-3'Si 
23 2.45 2-4-67 



1; 
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Cette limite <Stant n<Sccssairemenl dgale k celle de arc sin Xy on a 

n II i'3i i-3-5^ 

2 23 2*45 2«4*67 

f 6S. On trouvera de miinc, x etant compris entre — i et -f- 1, 

(i -f-x*)"* = I — x'h- «* — ac* -*- •••, 



J 



« rfx ac* x* x' 



loi •<-«?* 3 5 7 

d'oili Ton conclura 

X* x* x' 
arctffxssx 1 h*«M x= c^ ( — i, -»- i). 

^ 3 5 7 

Gctte formule a d^ji iii trouv^e (M). Si x ^tait num^riquement plus 
{^and que Tunit^, on aurait 

TT ^ ^ I I I I 

apctgx«aapccotx = apctg-«= --♦- — - — •••> 

2 X X 3x' 5x* 

sdrie convergente puisque i : x est moindre que runiuS.*D*oii 

IT I I I 

arctgxca 1 -— — - H- ••• 

2 X 3x* 5x* 

964. Passons k la seconde application. Nous avons ddmontr^ au 

n<* %t9 qu'il existe toujours une fonction de x ayant pour d^riv^ une 

fonction continue donn^e, mais rien ne prouve que cette fonction intd- 

grale soit exprimable par un nombrc limits dc ces operations <$ldmentaires 

que nous avons jusqu*ici introduites dans Tanalyse, sous le nom de 

fonctions simples. £n faity il n*en est pas ainsi, et il existe une infinite 

de differentielles dont I'int^rale n'est pas exprimable de cette maniere; 

e**rfx 
telle est, par exemple, que nous avons dijk rencontr^e (947). 

X 

Le but que Ton doit alors se proposer est de calculer, avec autant 
d'approximation qu*il est n^cessaire, la valeur de Pint^ale, de maniire 
k construire une table qui donne, pour toutes les valeurs que Ton peot 
attribuer 2i la variable x, la valeur correspondante de Tint^Sgrale. Cela fait, 
Fint^rale pourra ^tre consid^rde comme une fonction connue de x, toot 
aussi bien que les fonctions logarithmiques et circulaires, ct pourra tire 
introduite au mime titre que ces derni^res dans Tanalyse; ce sera une 
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nouvelle transcendante qui servira, k son tour, S exprimer les int^rflles 
d*auti*es differentielles plus compliqu^s. 

II est clair que Ton devra choi<iiry pour leur appliquer ce travail, les 
integrales qui, par le v6\e plus important qu*elles jouent dans les appli- 
cationsy par le grand nombrc d autres integrates qui s*y raminent, se 
recommandent k Tattention du g^omitre ; telles sont les transcendantes 
elliptiques dont nous parlerons plus loin. 

Or, parmi les mdthodes pour calculer les valours approchdes des 
int^ales, lorsque leur expression ne peut itre obtenue sous forme finie, 
le developpement en sdries convergentes est une des plus commodes, et 
le th^or^me du n** %S0 permct de TciFeetuer dans un grand nombre 
de cas. 

f 66. Prenons pour premier exemple Tint^rale elliptique de premidre 
esp^ee 

•« dx 



f ^ 

la constante k ^tant < i. La formule du bindme nous donne, x* ^tant 
aussi < I, la s^rie convergcnte 

(I — fcV)~= I -♦- -A«x« -+. i^ k^x^ -^ Lllliifc«xe -*. ... 

^ ' 2 2*4 2 '4 • 6 

Nous aurons done {%B0) 

f* dx r* dx I ^ , (X v*dx ^ • 3 /^ P ^*dx 

Jo|/i — x*|/i — ^*a;* Jo^/i — X* ^ Jo|/i— x» ^'4 Jo|/i_x« 

et les int^rales qui figurent dans ce ddvcloppement sont toutes comprises 
dans celle dont nous avons donn^ la valeur au n<* 949. En les rempla^ant 
done par leurs expressions connues, nous aurons, en serie convei^ente, 

$* ^^ ^ ia( ^ ./ \ ^ • \ 
_ = arc sin X -♦- - A:*i 1/ i — x* -♦- -arc sin x I 
o/T^^l/l — it*«« 2 V 2 2 / 

1 . 3 r x/i— xY ^, 3^ ^ ^ • 3 ,,, . 1 

-♦- A;* I ' 1 X' H — In arc sin x I 

2.4L 4 \ 2/2.4 J 

2-4-6L " \ 4 2-4/2«4»6 J 
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Cette s6rie peut £tre mise sous unc forme plus simple ; tous les termes 
aiFect^s du facleur arc sin x formant, comme on le voit sans peine, une 
s^rie convergente, I'ensemble des autres termes doit aussi former une 
s^rie convergente (SA), ct le second membre de T^quation est <^I k la 
somme de ces deux series. On ^rira done 



3o/7^=l?|/i — i'x*"' L ^W ^ V • 4/ \^ -4-67 ■*""] 



arc sin x 



\2a 2'^\ 2/4 2.46^ 4 24/6 J* 



avec la condition 

X= ^ (— I, -4- i). 

966. Consid^rons encore TinuSgrale irr^ductible 

Cedx 

substituons k tf son d^Yeloppement 



I -*- X 



X* X* X* 



I«2 I«2'3 I«2'3«4 

et d^signons par Xo une valeur de x diff^rente de zero. Nous aurons 

r« Crfx f » dx r« , J f* J I f* • . 
I = I v-\ ox H \ xdx -I I x*ax -*- 

J«« X J«„ X Jx. I • 2 Ja?o 1-2.3 J«o 

X IX* — xj I x' — xj 

= 1. h(x — Xo) H • H • -^ ••• 

Xo^ 'l'2 2 I'2-3 3 

ou, en d^signant par C la constante 



J 



— I 1. Xo -♦- Xo H H -♦- ••• ]' 

\ 122 I*2.33 / 

e'dx ^ . IX* IX* 

=C-*-l. X-^-XH H h 

X 1.22 I*2-33 
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Exercices. 

D^?elopper, sous forme finie et en series convergentes, les valeurs des inUgrales 
saiyantes : 






== K>4f (— X, -♦- 1). 



_ I , X -f- » X X J/T as* 05' »»• ob" 

R. - 1. H arctg ^ = aB 1 ^ ... 






= c^ (—1,-^1), 



|/i I— «■ 3 5 7 9" 



«= t^ {— X, -♦-x); 



_ I . 3*(i — «■) a5» «' »** «•* «*' 

R. -arctg ■ ^=»H hH 1 

3 i—^st'-^x* 5 7 XI 13 17 

^^ ' 2 I'l 1-2 2'3 ^4*5 4'^ ®*7/ V^^'9 ^^'^o 3a*ii/ 



R. 3 arc _ . 

arctgxdx 






o !-♦-»• 



«B .^ (—X, -f-i); 



D 1/ .. *• / i\«< / I i\x* 

2^ ^ ' 2 \ 3/ 4 \ 3 5/6 

Deyelopper les inl^rales irreductibles 

$*l.(n-») ^ (r« a* «* ^ , , 

o * 2* 3* 4* 

f * aic ig X dx a^ ad^ x"* yy 

Jo » 3* 5* t 

«= c-/^ (— I, H-l). 
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Jo •• \a 3/ 3 \3i 2-3 x-5/ 5 

(I I I I \«' J. 

4-X3-33-5X-7y7 ^' ' 

r . ra-+« p6 «"H*+« i>(p — 1)6" «•+«■+» 

J ^ ' Im-hi a m-f-n-t-i i-a a*m-i-2»-l-i 

i.2»3 «»«-*-3»-t-i J* \ 6* Sy 



CHAPITEE XXII. 

DES INT£GHAL£S D£FINI£S. 
§ i. PROPRII^T^S DES INT^GRALES D^FINIBS. 

M7. Nous avons montr^ au n^ 91 7 que, si la fonction f(£\ est continue 
depuis x = Xo jusqu*ii x = X, il existc une fonction F(x), ^alement 
continue, dont la d^rivee est f{x)^ et que Ton a dans ce cas la relation fon- 
damentale 

(i) (V(x)rfa: = F(X)-F(aFo). 

Gette formule sert a calculer Tintegrale dcfinie d'unc fonction, quand 
son int^rale ind^finie est connue, mais elle exige une precaution lorsque 
la fonction F(x) est & determination multiple; il est clair, en eiFet, que si 
la fonction admet plusieurs valeurs pour x «= Xo ou pour x = X, T^qua- 
tion (i) fournira des r^sultats differents suivant celle de ces valeurs que 
I'on adoptera, tandis que le premier membre n*admet qu'une valeur. Mais 
les principes m6me sur lesquels cette formule a ixik fondee d^ident la 
question, car ils impliquent la continuite de la fonction F(x) de Xo ^ X. 
II faudra done, apres avoir cboisi la valeur F(xo}, prendre pour F(X) 
celle des valeurs de la fonction qui se relic & F(xo) par une sdrie continue, 
lorsque Ton fait varier x de Xo & X. C'est pour cette raison que nous 
avons (91 S) fix^ la valeur de Tint^rale de (i+x')~^(ix, entre les limiles 

o et I, a - • 
4 



i 



— 323 — 

f 58. La formule (i) conduit k diverges propridUSs des intdgrales de6- 
nies. On a d'abord, par cette Equation, 

{y{x)dx = F(xo) - F(X) = [F(X) - F(xo)] {^f{x)dx; 

;x ;»o 

done, 81 ran renverse les limites d'une intigrale difinie, on ne fait que 
changer son signe, C*est ce qui rdsulte d'aiileurs de la definition m^me 
de rint^rale ddfinie (91ft). 

969. La mdthode par substitution s*applique aux int^ales definies. En 
effet, posons x=^{z), et ddsignons par Zo, Z les valeurs de z qui correspon- 
dent respectivement k Xo, X, et qui sont determindes par les Equations 

To=*(p(«o), X = 9(Z). 

D'apr^ I'equation (i) 

*^f{x)dx = F(X) --F (To) = F[cp(Z)] — F[<p(zo)]. 

Or, la fonction F[(p(z)] ayant pour diff^rentielle F'[(p(z)]9'(z)rfz 
= f[(f(z)](f'(z)dz^ le dernier menibre n*est autre chose que Tintegrale 
de cette expression entre les limites Zo et Z; done, on a 

Ainsiy lorsqu'on substituera une variable k une autre dans une int^- 
grale d^Gnie, on remplacera les limites de Tint^rale primitive respec- 
tivement par les valeurs correspondantes de la nouvelle variable. 

La transformation precedente exige absolument que la fonction 9 soit 
continue de Zo h Z, car si (p{z) variait brusquement dans cet intervalle la 
fonction F[(p(z)] ^prouverait elle-m^me une variation brusque; elle ne 
serait plus fontion continue de z, et la difference F[f (Z)] — F[?(^)] ne 
reprdsenterait plus Tint^Sgrale ddfinie 

[^r[9{z)]<f'{z)dz. 

La formule (2) se ddduit aussi de la notion de I'int^ale ddfinie. 

969. II n'y a aucune difificultd a appliquer la mdthode par ddcoropo- 
sition aux int^rales definies. Ainsi Ton a, soit en partant de Tdquation (i), 
soit en partant de la notion de TinU^grale ddfinie, 

Jx rx rx rx 

[/'(x)-»-9(x)-t-^J;(x)-*- •••]dx=l f{x)dx'^\ 9(x)(ix-*-l ^{x)dx. 
«o J«o j«o J«6 
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961 . L'int^ation par partie s'applique de mdme. Soient u et t? deux 
fonctions de x; de T^alitd connue 

J ttdv = tt» — J vdu, 

on d^duit immediatement, par Tequation (i) 



(4) 



JX fX 

udv «=» {uv)x — (ttv)«. — I vrfti, 
00 JaPo 



la foDCtion uv ^tant d'aillcurs supposce continue. 

M9. II est souvent utile de decomposer en plusieurs parlies Tinter- 
valle cempris entre les limites de Tint^raJe; c^est k quoi sert le theoreme 
suivant. 

Soient Xi, Xi,.., x« diverses valeurs de la variable comprises entre Xo 
et X. L'^quation (i) donne 

(*Y(x)rfx = F(x.) — F(xo), rV(«)^ = F(x,)^F(x,), 



, (^/•(x)dx = F(X)-F(x.), 



et, en ajoutant ces Equations membre k membre, la somme des seconds 
membres se r^duit a F(X) — F(xo), ce qui donne T^alit^ 

(S) 1 f{^) rf* =" \ /*(«) rf« -♦- 1 V(^) ^^ -♦-•••-♦- I fix) dx. 
J*« J«o J«i J«» 

II faut remarquer que les quantit^s xo, Xi,..., x^, X, ne sont pas n^ces- 
sairement rang^es par ordrc de grandeur; la variable x pourrait 6tre 
tant6l croissante, tantdt d^croissante dans les intervalles, et quelques-unes 
des quantity Xi,..., Xn pourraient m^me n*dtre pas comprises entre les 
limites Xo et X, sans que la demonstration cessAt de subsister. La seule 
condition, toujours indispensable, est que la fonclion f(x) ne cesse pas 
d*dtre finie entre les limites des integrations, et, si elle est k determination 
multiple, que Ton ait soin de lui conserver la m^me valcur lorsque x 
revient aussi k une mdme valeur. 

MS. Les proprietes de Tintegrale deiinie 

f{x)dx 






etablies au chapitre XXV, et celles que nous venons d'exposer, suppo- 
sent toujours (t18) que les limites Xo et X aicnt des valeurs finies, et que 
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la fonction f{x) conserve une valeur finie depuis x == Xo jusqu*& x=s X. 
II nous resterait k examiner ce que devicnnent ces propri^t6s lorsque les 
conditions prdcedentes ne sont plus remplies; mais cette throne delicate 
fera I'objet d*une dtude sp^ciale. Nous nous bornerons ici k quelques 
principes tris-simples. 

i** Une int^rale prise entre les liniites xo et oo n'est autre chose que la 
limite vers laquelle tend Tintdgrale prise de Xo k X, lorsque Ton fait 
croitre ind^finiment X; on a done, par d^Gnition^ 

/ (x) dx = Urn \ f{x) rfx, lim X = oo . 



i 



h 



On interpreter de mime les notations 

'X 



f(x)dx, \ f{x)dx. 

00 / — 00 



2* Quand la fonction /"(x) devient infinie pour Tune des limites Xo, X, 
on ne prend d'abord Fint^grale que jusqu*& une valeur de x infiniment 
voisine de cette limite ; on fait ensuite tendre vers z^ro la difference entre 
cette valeur de x et la limite ; la valeur vers laquelle converge Tint^- 
grale, valeur qui pent ^tre finie, ou infinie, ou ind^termin^e, est repr^ 

rx 
sent^e par la notation I f{x) dx, Ainsi, supposons / (X) = oo , et soit e 

un infiniment petit de m^me signe que X — Xo*, on aura, par definition, 



fX f^— •/. 

I f(x) dx = lim \ f(x) dx. 



De m^me, si f(x) devcnait infini pour une valeur Xi de x comprise 
entre Xo et X, on aurait 

[^ f{x)dx = l%m\{'''^'f(x)dx-^[^ f{x)dx\ 

e et y] ayant pour limite z^ro ; la valeur de I'intdgrale, d^finie par cette 
Equation, sera, suivant les cas, finie, infinie, ou indetermin<Se. 

€es remarques, jointes aux precautions que nous avons indiqu^es dans 
Temploi des Equations (i), (2), (3), (4) et (5), suffisent pour lever les 
difificultes qui peuvent se rcncontrer dans la plupart des applications, et 
pour pr^venir les errcurs que Ton serait expose h commettre. 
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§ 3. APPLICATION DBS PRINCIPBS PR^C^DBNTBS AH CALCUL DBS 

INllGRALES DfiFINIBS. 

964. L'lDt^rale inddfinie d'line difFidrentiene ^tant connue^ TcSqua- 
tion (x) fournit son integrale ddfinie entre les limites donn^es. Voici 
quelques r^sultats obtenus par cette mdlhode. 

De la formule 



i 



x^dx=» 1- C, o> — I, 



on ddduit 



i 



o «■♦- 1 



De la formule 



$ 



, X sin 2mx 
cos* mxdx = - -I H C, 

2 4m 



on d^duit 



Jit ff f« 

cos* fwx rfx = - J d'ou I sin* 
o 2 Jo 

On a trouv^, a — 6 ^tant positif (t45). 



mx rfx=»- 

2 



irfor 2 / /a — 6 x\ 

a -4- 6 cos X i/ai_5« \V « -♦- ^ 2/ 

Prenanl Tint^rale entre les limites o et ir, et observant que la fonc- 
tion circulaire est assujettie h varicr d*une maniire continue, on aura 

*^ dx 2 n 
=3 — [arc tg 00 — arc tg o] s=a -~ > 

)oa-+-6cosx y/^i _ 5. ^ ^ |/o* — 6» 

On tirera de mtme, de la relation 



i 



\ 



dx I X -4- cos (D ^ 
T= ■: arc tg — : ^ -4- C, 

'« am m " cm m 



I -4- 2X COS (p -4- X' sin 9 sin (p 

r^alit^ 

f I rfx if I -4- cos © COS ©1 

I 1 = - arctg — : 1 — arctg-T--^ 

Jo i-<-2xcos<p-*-x' fiin 9 L ^^^ ? ^^^ 9 J 



I sin © I . A 9 \ 9 

=- — arctg ^— =-: — arctgl tg- )= — f — 

sin 9 ^1-4- cos 9 sin 9 \ 2/ 2 sin 9 
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Supposons m et n entiers et diiFi^rents Tun de Tautre; nous aurons 

I cos mx cos nxdx=i-\ [cos (m -4- n) x -f- cos (m — n) x] dx 

sin (m -♦- n) w sin {m — n)n 
2 (m -4- n) 2 (m — n) 

MA. On trouve imm^diatement, en ayant ^ard k ce qui a iii dit 
plus haul (961), 

(^ dx TT f«> . I ^ 

Jo o' -*- ap' aa Jo <* 

De m^me, si dans les formules du n"* MS 






, , c«' (o cos 6x -♦- 6 sm 6x) 

c*» cos 6xax ca — ^ r n ■ -♦- C, 

a* -♦- 6* 

. • . c** (asin bx — 6 cos bx) 

e^ sin 6xdx = — ^ =- -♦- C, 

a* -♦- 6* 



on change a en — a, et que Ton regarde a comme positif, on aura faci- 
lement 

C6^' cos 6xdx = — r-> \ €"•' sin bxdx t= ~- —. 
« -♦- * Jo « ■♦- fc 

966. L*int6gralion par partie, appliqu^e aux integrales d^finies, con- 
duit k des formules de reduction semblabJes k celles que nous avons 
souvent rencontr^es, niais^ lorsque Ics limiies sont convenablement choi- 
sies, beaucoup plus simples. Par exemplc, P^qualion 

$, , e"^'**^* n — I r ,, 

a ^ J 

qui r^sulle imm^diatement de I'integration par partie, donne ^videmment 

Je-^'x'^^dx =B 1 c~*'r*"'dx, 
o a Jo 

si n > I ; et par suite 

g-Mj^-i = J. 2 • 3 ••• (n — i) a~*. 



c 



«^^ 






^:7==r '-ii :r\ 



-|/: — *« • • -|r I — 

<trtr|IU> 









Tf «*»ix « — I « — 3 2^1 jdlr a-4— (» — 1> 

Ml ^b^errant que 

I- 






CoD%id^nnis encore la fomole do n* 

dx X 2fli — 31* dLr 






— 2Hl 



(i-i-ar*/» (2«i — 2) [I -I- X*)*"* 2fli — 2j(j 

el preDon^ o et 00 pour les limites de Fiol^raJe. Le tense lM»fs da signe 
d^inl^^tion etaot nal poor x = o, ec tendaot tcts zero lonsqnc x croil 
ind^finiinent, noas aTons 

dx 



$^ dx _ ^»» — 3 f^ _ 
o (TTx*)^ "" 2111 — 2 Jo (i 



el eetle fordiale de rMoction nous rameDe an cas on « = i (^MS), d*oii 

•* dx I -3 •••(2111 — 3)x 

10 (l -♦- X*)* 2 • 4 ••• (2111 — 2) 2 



J 



En posant j/ox — x* «» xz, nous a?ons obtenu (SS9) 

$x"*dx C dz 

Si lc6 limitefl sont x =» o, x=s a, les valeurs correspondantes de z seront 
/c ea 00 ct z B=s o ; done, renversant les limites et changeant le signe de 
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l'inu»gralc, remplacant m pap m -+- i dans la fopmiilc obteniie phis haiit, 
on aura 

•a ar^rfx i ^3 ... (2m — i) 

fo|/ox — x« 2. 4. ..2m 

On trouvcra, par la in^me mdthodc, suivant que tn est pair ou impair, 

It 
'z 



i 



i 



.- J i-3*«-(m — i) TT 2.4-.(m — i) 

sin"*xax= — i i- oil — ^ i, 

2 • 4 ••. m 2 3 • 5 ••• »H 

et 

•i«3'"(m — i).i«3«..(n — 1) n , . , 

; r^ i - J (m, n, pairs) ; 

2*4*..(ni-4-n) 2 r /7 

£ sin- X cos- X dx = j (^^')jl';;^3)r(LH-«) ^" impair, mquelconque); 

2*4**.(tfi — i) 

r^ r — -^ -(m impair, n quelconque). 

(n-4-i)(n-t-3) ••(m-t-n)^ r 7 1 n / 

Le thdor^me dii N^ S6S suffit quclquefois pour conduire i la valeur 
d*une inU^^rale ddfinie; considerons, par exemple, 

f«* 1.x , fi 1.x , r°° 1.x , 
Jo i-^x' Joi -+-x« Ji I -t-x* 

Si dans la seconde int^rale, on pose x == i : z, ce qui donne les limites 
I et o; qu^on renverse les limites en changeant le signe, cctte intdgrale 
devicnt 

— I tdz, 

Jo I -+- «* 

en sortc que Tintcgrale ddfinie proposde a pour valeur zdro. 
S67. Considerons maintenant Tintdgrale remarquable 

-00 x^-^dx 






^o I -♦- X" 

m et n dtant entiers, positifs, et n > m. Nous aurons besoin du 
lemme suivant : on ddduit des propridtds des exponentielles imaginaires 
(eh. IX, § 4) les formules 

A fi / vn 8in2n8 

cos + COS30 H- ••• -I- cos {2n — 1)0 = — r—TT ; 

2 sin 6 

. o . A . , \ft sin*n9 

sin -4- sin 30 -♦-••• -♦- sm (2n — i) = — :— tt • 

24 
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La premiere, diflerenli^ par nppoK a 0, donne 

. fl . fl I . . , ,• 2«cos2ii9sin8 — siii2fi9cosS 

8in9-»-3$lD39-l----»-{2ll — i)stn(2ii — 1)0 = r-r^ 

2 sin'O 

Faisoas dans ces formiiles = — » m et n satisfaisaiil aox condilioiis 

n 

ei-dessos; il yienl sin 2116 = o, cos 211O = i, et ib designant on nombre 

cntier el impair. 



(a) 2 cos =0; (|3) 2 sin =0; 

n tsst w 



~* . £fflir 



(y) 2 J: sin 



A=i l» . •Hit 

Sin 

n 
Cela pos^, deeomposons en fractions simples la fraction rationnelle 

I -*-ac* 

et obsenrons que les racines de IMqnation i +x*«=3 0, d'apres ce que noos 
avons ^(abli (n* 9, p. 10), sont toules comprises dans Texpression 

for . . A* !Ei 



cos 1- • sin 






n ft 

for 

ilr designant Ton des nombres impairs i, 3,... (2n — i), et Bk le rapport — • 

Or, d*apres la rcmarquc du n* M0, les racines etant ici toutes inegales, 
le num^rateur de la fraction correspondante k la racine e'^^ sera 

)i cause de la relation 

^--nm ,_, ^w* —s COS for = — I. 

On aura done 

ou, en multipliant haul et bas chaque lerme par x — er^*^ et appli* 
quant la formulc du cosinus en exponentielles imaginaires, 

a:*""* I xe'^^^^ — g(i»i-i>«^* i x cos iwQa — cos (m — i) Q* 

I H- X" n X* — 2XC0S 9A-t- 1 n x* — 2x cos G* -♦- i 



— 331 — 

car, la fonction h decomposer dtant r^elle, i\ est evident a prion que le 
coefficient de t est nul dans le second membre de cette ^alit^. Int^fgroas 
inaiotenant d'apres la formule du n^ MS {Z"*), en observant encore que 

cos m9» cos Bk — cos (m — i) 0* =» — sin mh sin 0*, 

et nous trouverons I'integrale ind^finie 



i 



-=- 2 cos mOjk I. (a;* — 2X cos Ojk -4- i) 

I -4- ar* 2n jk=t 

I ^«»-i . ^ X — cos 0* ^ 

H- - 2 sin mOjfc arc Ur -, — h C. 

njk=i ^ sin 9* 



Cherchons ce qu'elle devicnt aux deux limites x = o et x^soe. Le 
premier groupe s'annule pour x =309 car 1. 1 est z^ro; il s'annule aussi 
pour X = 00^ car on peut dcrire 

2cosmOikI.(x* — 2xcos9*-f-i)=l.x*2cosm9*H-2co8m6Al. ( i cosO*-*- — ); 

le coefficient de L x* est nul, h cause de la formule (a); les autres termes 
tendent vers z^ro lorsque x crolt ind^finiment. Ainsi la partie de Pint^- 
grale qui s'exprime par logarilhmes est nulle aux deux limites. 
Quand au second groupe, observons d'abord que Ton a 



arc 



X — cos 0* / cos 0*\ X sin 0* 

Iff — -__- arc tff ( : — — 1 = arc tg 

sin Bk V sin ®*/ i — x cos O* 



qui s'annule pour x = o; si Ton y fait x => 00, on trouvc 

arc tg (— tg e*) = — 9*, 

et il vienty en vertu de la formule (7), 



{ 



= 2 OjkSinm0jk = r-2ftsin = 

M . MS M 



Jo 1 -♦- x*» n *=i n* n , mit 

* Sin — 

n 

Cette integrale ddfinie en donne une autre, aussi tres-importante. 

Posons 

m 

n 

les limites d*int^ration par rapport k z seront encore o et 00, et la sub- 
stitution nous donnera 

'°° Z9'*dz n 






I -+- /c sin an 
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a ayant une valeur fractionnairc comprise cntro z<^ro et ]'iinil^. On s'as- 
sure facilement que I'liit^grale definie, dans ces conditions^ est une fonc- 
tion continue du param^trc a, et comme sin an jouit de la rn^mc propri^t^^ 
Tequation subsiitte pour toutc valeur de a entre zero et Tunit^. 

96S. Le d^veloppement en scrie, conformdmcnt aux principes expos^ 
dnns le chapitre precedent^ fournit des valeurs indefinimcnt approchees 
dcs inli^rales d^Gnies. Soit, comme exemple, a determiner 

'I 1. f I -♦- x) 



i 



dx. 



Remplacant 1. (i + x) par la serie 



x« X* X* 



234 
convcrgente pour toute valeur de x depuis o jusqu'ii i, on aura 

(-1-5 i dx = \ dx 1 xdx -f- - i x^dx \ x'rfx 
.0 « Jo ajo 3Jo 4J0 



III 



2« 3« 4« 

et cette sdrie convcrgente donnera la valeur de Tintdgrale proposde avec 
Tapproximation voulue. Si, dans la sdrie obtenue, on reconnait le deve- 
loppement d'une certaine quantity, on aura sous forme finie Pexpression 
de Fint^rale ddfinie, quoique I'integrale inddflnie demeurc inconnue. 
Ainsi, Ton pent ddmontrer que la sdrie numdrique ci-dessus a pour 



7r« 



sommc — ; on a done 
12 



i 



1 1.(1 -^g) jj.^^* 



lo ^ 12 

969. Soit encore a cliercher Tintdgrale, entre o et ir^ de Fexpression 

X sin Tcfx 
I -+- cos* X 
En vcrtu de I'dquation 

(i -♦- cos* x)~* ==» 1 — cos* X -4- cos* X — cos* X -«- ••-, 
et de la formule 

fw . « , rxCOs'"+* xTir I fir 

V xsin xcos'»xax = — h \ cos'*+*xdr, 

J6 L 2n -^ I Jo 211 -♦- I Jo 



— OOD 



ou rintegrale indiquee au second mcmhrc est nulle comme ay.nnt tous scs 
dlcments deux k deux dgaux et de signes conlraires, on aura 

$n xsinxdx / i i i \ 

o I -+- COS* X V. 3 5 7 / 



Mais la s^rie entre parentheses a pour Pomme, comme on Ta vu^ le 
quart du nombre tt. II viendra done 

'ir XBinxdx TT* 



$: 



I -♦- cos* X 4 



De m^me, en ddveloppant sin bx et remplagant les integrates du 
second membre par leurs valeurs, comprises dans la formule (966)| 

e~*^x"rfx = 1 . 2 • 3 ••• n • o"*"+*^^ 



i: 



on trouvera 



r« er^' sin bx dx /fc\ i /6\» i /6\» _ _ /b\ 

Comme la formule qui donne le ddveloppement d'une integrale en 
serie n'a 6i6 d^montr^e que pour le cas des limites finies, et que, en 
outre, la s^rie finale n'est convergente que si le rapport 6 : a est moindre 
que Tunite, on voit bien que la formule obtenue n'a qu'une valeur 
d^induction. Cette remarquc est applicable k beaucoup d'intdgrales 
dcfinies obtenues par le m^me proc^d^. 



Exercices. 



f^ dx jt_ 



=■> . (a«>i). 

— I (x — a)|/i — oj* |/o« — I 



T'f sinxdx I /i-t-«\ 

Jq I — Za cos a? -f- «■ a ' V l — a J 

Jo I- 



29 COS X -\- a* 1 — a* 



— ^».i — 



j^y.yTT^^Z 



X — a. 



ft z ' z — m — r) 



\ 



• •-.-r-— ^ — i| 



9, I tnaTstammmdM^-^ 



"T 






ft. L'int^nU t:il »«ile st « < a, ct si m^ elaaC > ■« cH 4e parite difocBle. 

S» M < Ji, M el a eUat 4e mamt panCe, b Tai«v it: riaCegnfe est 



U-l-iifa-l-2» 



•C 



I - a • 3 — a 



^••-Hi)(a»-H3»).-(a-|-a«> 



i I - g ' 3 — a 

f •(•»-<-2») (a«+ 4«) .^ (••-♦- a«) "•«*!»'«'- 



^ Par le* serifs : 



ri i^rf^ ^ g/i ^ 1.3 ^ 1.3.5 "^-^'l 

' Jo 1/73^ 2\^jS« 2-4* a^-e^ ""/ a 



flf, 



2 «« «x 

ft 



3_«H-c«*"« « L' "■-*-a"'*"(a«-f-2«)(a«-^4«) J" 



2 



(^ . a-^bstnx dx , b /b — \ 

• I '• r~^ : — := ir arc 8in - I - P^i 1' 

Jq a^b$mx»inx a V* / 



«4. I ««'"""co»(rt8m»)da' = 7r. 



Ift 



. I <?«'"' Bill (a sill «)dr= I 1^ —dx. 

JO Jo ^ 
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(^ It C^ sill z 
«-*"**•' cos (tt sin a:) cte= I dz, 
.0 a Jo * 

Dedalre de cclte deroiire formulc cellc-ci : 

>oo 



\ 



sin z n 

JO ^ ^"^ 



CHAPITRE XXXII. 

APPLICATIONS G60M6TR1QUES DU CALCUL INTEGRAL. 

970. Le calcul integral s'applique avcc succes h un grand nombre de 
problemes importants de la geom^trie : la quadrature des aires planes, la 
rectification des courbes, revaluation des volumes e( des surfaces courbes, 
etc. En elTet, ces problemes se ramenentii la recherche de la limile d'une 
somme d'infiniment petits; or, en vertu d*un principe fondamental (99), 
on pent negliger dans chacun de ces ^Idments infinimeut petits la partie, 
inQniment petite par rapport k lui-m^me, dont revaluation directe scrait 
impossible, sans que pour cela la limite de la somme des elements soit 
alter^e. On obtient par 1^ une expression tr^s-simple de Tdlement 
infinitesimal de la grandeur cherchee, en fonction de Taccroissement 
d'une variable convenablement choisie; la limite de la somme de ces 
elements prendra done la forme d'une integrale ddfinie. On cherchera 
d'abord I'intcgrale inddGnie de la fonction sous le signe J* ; puis, k 
I'aide du thdoi*eme general dun** 957, on en d^duira immediatement 
I'intdgrale d^finie, et Ton aura Texpression de la grandeur que Ton 
>oulait calculer. 

Cest sous ce point de vue uniforme et entierement rigoureux que 
nous presenterons les diverses applications du calcul inlcgral a la geo- 
metric 



^ I . QUADHilTLnE DES AIRES PLANES. 

931. Coordonneea rtcliUgnet. — Suit 

J -/■(') 

I'^quaiion d'une courbe pinnc BM, rttpport^e ii des aies OX, OY se cou- 
panl sous Tangle y. Nous voulons calculer I'aire S 
comprise eoirc la courbe, I'axe des x, et deux 
ordonn<!es AB, UP. D^composons ccUe aire en 
segments iDfiniment pelils par des paralletes A 
I'axe des y; chacun dc ccs segments, le]sque 
mpp'm', peut dire remplace par le parallelo- 
gramme mpp'q, qui n'cn dlffere que d'uDC 

quantity infinimcnt petite par rapport k cc segmccit (IV), ct qui a pour 

expression 

mp sin '/ • pp' ^ y sin y ■ Aar. 
La limile dc In somme des aires dc ces parall^logrammcs sera done 

rigoureusemcnt ('gale Ik I'aire cbercbce ABMP, dODC 

S ^= Urn \ys\ny- Ax ; 

on bicn, si Ton se rappelle la d^liiiiiion dc I'inlcgrale dcfinic el que Ton 
dcsigne par Xa, x (es abscisses OA, OP, 

(i) S^siny [ ydx. 

Lorsquc les axes sent rcclatigulaires, il vieni sioiplcmcnt 

On oblieiil aussj ccs formules en partant de I'exprcssion do la difTc- 
rcnttcllc (fS, duiincc au a' 141. Nous allons les nppliqiicr a divers 
exemplcs. 

97 S. Parabote. — L'^quationdelnparabolerapportee&iindiametrcOX 
et il la tangcnte OY au point O ou cc diametre coupe la courbe, a ia rormc 

y» =3 2kx, Du y = \/^f. 



L'airc OMP, comprise cntrc la caurbc, I'nbscissc OP = n fl roitlonnco 
MP^y, nura pour expression, d'opres ce qui pnfccde, 

S = |/2tsiQv\ X* dx = yik axa y • ~ X* 
Jo 3 

ou encore, en vertu de Equation dc la courbe, 
S^-xy sinj', 

Mais lo produil xy sin y reprt^scnle t'aire du parnllelogrflmmc OPQH 
Gdiisirnil sur OP et MP; I'aire parnboiique 0PM 
vnut dune Ics deux tiers de ce parallelogram me. 

Prolongeons I'ordonn^e HP jusqu'h sa rencontre 
en H' avec la courbo; on roit sans peine que 
surf. OPW'=surf. 0PM, el par suite, que Caire 
MOM' comprise entre la parabole et une eorde 
qveleonque MM' vaut its deux tiers dii paral- 
lilogramme conatruit aur cette corde et sur sa flicke OP. 

S7I. Segment circutaire. — L'cqnation du cercle rapport^ ii deux 
diametres rcctangulaires ^tnnt 

** -*- y' ^ a', 
Ic segment compris entre deux ordonn^es, qui rcpoiidcot aiix abscisses o 
ctx, a pour vnleur 

fa , 

S = l rfx |/a' — X*. 

On Irouve facilemenl, en posanl x ^ a sin z, 

$> 

II sufBt, pour obtenir Tairc du ([uarl de rcrcli-, dc fairc duns ccue for- 
inule X ^ a, el I'on a 



d'oii resullc, pour I'aire totalc du cercle, I'expression connuc na*. 
VSA. Segment etliplique. — L'dquation dc rcllipsc 
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doniie, pour rordonnee posiUvc, Texpression 

Le segment d'cllipse, termini aux abscisses o et x^ a pour valeur 



I) rx J 

S=-.\ dx |/o« — x«, 
a Jo 



et csty au segment de m^mc base dans le cercle ddcrit sur le grand axe 
comme diametre, dans le rapport de 6 ii a. 11 est done connu par cc qui 
prdecde. On en d^duit evidemment, pour I'aire totale de Tellipse^ 
I'expression irab. 

%7B. Hyperbole rapportee a ses asymptotes. — L'equation de la courbe 
est, c dcsignant rcxcentricit^y 

xy=3~, ou y= — • 
4 4^ 

On a done, en appelant y Tangle compris entre les asymptotes, 

c* r* dx c* /^\ 

S=— siny I — =— sinyl. ( — !• 

4 J«. « 4 \^oJ 

Cette expression deviendrait infinie si Ton supposait Xo egal k zero, c'cst- 
ii-dire si Ton comptait I'aire plane h parlir de Pasymptote prise pour axe 
des y, 

976. Cycloide — Les equations de cette courbe 

X = a (cd — sin gd), y «=» o (i — cos cd), 
donnent 

ydx = o* (i — cos «)• d«. 

On trouve immediatement 



i 



3 I 

(i — cos «)• rfco =— 0) — 2 sin w -I- - sin « cos &>-«-€. 

2 2 



Si done on compte Taire S de la cycloidc depuis ]'origine ou &> := o, 
jusqu*li I'ordonnde MP qui correspond a Tangle (a, on aura 

S == a* ( - &> — 2 sin w -*- - sin « cos &> V 
\2 2 / 

Retranchons cette valeur de celle de Tairc du rectangle OPFG, cfiii 
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est 2ax ou 2a*(<u — sinu); le rcste, qui eiprime I'sire OMFG, sera 

— (« — sin w cos »); 

c'est precis^racnt I'airo du sc^jmcDt AMQ forme, dans le ccrclc 
g^Deraleur, par la parallele MQ h U base 
de la cycloide. On a done 

surf. OMFG = surf. AMQ. 

Pour m = 2rc, on trouve S = 3jro' ; faire 
lolaU entre une arcade <U cycloide et so base 
igale trois fois I'aire du cercte ginerateur. 

«77. Cherchons I'aire S comprise entre Ics axes cooidonnds posilifs, 
et Is courbc qui a pour ^qualioa 



a)"-©- 



m, H etant dcs conslantes positives. 

Tirant de I'^qualion la valeur de y, Inquetle s'annule pour x = a, on 
oblient racilement 



'i:(-^)--- 



lu, en posant x = az" et transformant, 

S= — ('z-"'(l— 2)-(/j. 

Faisons, poor plus de simplicite, — = fi, - = v, ct posons 



it vieodra enlin 



S = a6« \ 



L'aire demand^ est done expiim^c par cette intdgrale d^iinie, ik laquelle 
on peut sppliquer lea reductions que comportcnt les difTercntiellcs 
bindmes. On a d'nbord 
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el 

Observant d'ailleurs que le tcrme hors du signe J est nul pour u = o 
ct ti = 00 ^ si Ton a ^ > i, il viendra facilemcnt 

Jo (I + wy*+*'+* "" V -♦- I Jo (i -*- «*)'*''''+• ' 

Repliant plusicurs fois eette operation, et d^signant par k Ic plus grand 
cntier contenu dans fx, on aura ^videmment 

(R) S-rab f^(f*-0-(f^-*) r «^'^<<" 

" ' (V -4- I) (V + 2) — (V -4- it) jo (I -t- «)^^''+' 

Si, par cxemple, (X est un nombre entier it + i, la valeur de I'int^grale 
sera {[i ■*■ v)-', el Ton aura 

S = aA LLllZl 

(V -^ l){v -¥• 2) ••• (V -4- |Ut) 

Lorsque lexposant /ui est moindre que i, on pent reduire Tinlegrale 
comme il suit. On a 

p uf^*du r"^ uf^'*du _ r« uf'du 

Jo (i + t<)/*+''+» '^ Jo (i +u)/*+^~Jo (l + 11)/*+*+* ' 

eiy d'apres la formule (a), 

r« M/*rft< _ ft^ f °° ti/*-«rfu 
Jo (x + ii)^+^+* ~ V Jo (TTup^ ' 
d'ou 

Jo (l -♦- tl)A*+*+*~fXH-vJo (l-f-t<>»+*' 

L*application r^pct^e de cettc formule conduira, «t fx + v e«t entier, a 
la relation 



r'*' u^'^du v(y — i).>. (v — ^. -f. V— i) r°o tiM-'rfe* 

Jo (l -♦- tt)/*+''+* (fJL 4- V) (|JL -fr- V — i) ••• I Jo I -f- 1« ' 

ct comnic nous avons trouve la valeur de eette inl^rale dcfiiiie egale a 

—, 9 nous aurons ddfinitivement 

sin fin 

(y) r "^"''^" ^ v(v-i)...(i — ^) _jr 

' Jo (i -•" wy*^''*^' 1 • 2"« (a H- v) sin/xjr 
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EiUin, si I'on avail Ji la fats p. -t-v enlier, (i. conipris cntre dcuK nom- 
bres cnliers cons^cntirs k el k-t-i, on combinernit les Tormules (|3) ct {y), 
cL I'on aurait pour I'expression dc I'airc cherch^ 



S — 06 



S = ab 



p»-.l-(p.-t). (.-.)■■■ (t-C-n) 



2 ■■■ (fX -K vj sin{f* — fc)ir 

irab 



Dans Ic cas dc I'dlipse, ^^i<=i-i ft-t-v = i, et S 
Si Ton consid^re In courbe 



on Tera 



(0-(ff=-^ 



2 3 

ct I'on nura 

I'airo toulc dc In courbe serail dgnic k qunlrc Tois ce rdsullnt, ou k 

978. Bemarqueg. — i" II pent se faire que Ton ait h cheroher Tairc 
comprise enlrc deux courbes BH, B'H', et deux purnllelcs k I'axc dcs y. 
Dans ce cas, si Ton dcsigne par ^o, y les ordon- 
n^es respcclives dcs courbes BM, B'M', qui scront 
des fonclions donn^es dc x, on verra comnie pr^cii- 
dcninient que I'tsl^ment infiniMsimal de I'nirc clicr- 
clice est un rectangle a^'ix' (les axes elant supposes 
recta ngulaires), donl I'expression est 

iv — yo)^; 

en sorte que, Xo et x ilaal loujours les abscisses extremes. I'airc chcrch^e 
sent 

(3) S_f'(!,-y.)Jx. 
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Si les axes ^taicnt obliques, I'int^grale serait muItJpU^e par sin y. 
2° Dans les formules de qundrnlure, conrorm^ment & une remarque 
d^jik faite an n" 141, y d^if;ne la Taleur absolue de Tordonn^ de la 
coiirbe, sansquoi Ton trouverait dcs valeurs n^atives ponrlesaires situ^ 
au dessous de I'aze des x, et lorsque la cuurbe Iraverse plusieurs fois cet 
axe, I'integrale Tournirait la somroe algebrique ties aires comprises entre 
I'aie des x et la courbe, au lieu dc leur somme arUhmittque, que Ton 
cberche d'ordiaaire. Soil, par ezemple, h Irouver I'aire dc la logarithmique 

y Ka a 1. se, 
entre 3' = octx^T;yesl ndgatif depuis x^=o jusqu'4 x=i, niil ponr 
x=i, posiiif pour a; > i. L'aire cherch^ese compose 
done d'une premiere parde OBA, savoir 

[ (~y)(ir— al l.xdx=.—a(xLx — x\ s=o, 

el d'une seconde partie APH correspondente k y positif, 



I ydx='a{x\.x — x\ =fl(xl. x — x-h 



Ln prcmici-c partie nous oiTre un exemple d'un espace non hrmi OBA. 
(ear In courbe a pour asymptote raxedcsyn^galifs), qui passed e pourtant 
une ^tendue finie a. 

3° II y a un autre cas on I'on doit partager en plusieurs parties I'inter- 
vnllc de I'inldgration ; c'est larsque lo contour qui limtlc l'aire est composd 
d'ares de courbes dillcrcates. Oa voit assez ce qu'il y aurait ii Taire. 

Exerdcis. 
I, Airede I'hypcrbole entre li eoarbe, I'ua r^l «t uae ordoanee quclcoaquey : 

•. Aire de la chiiDette compile de I'txe de )■ courbe ; 

S. Aire comprise entre i'lxc do c, It courbe 

et son B5}'inplolc x^sn. A. Ss^imb. 
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4. Demontrcr que Tairc comprise dans Tinterieur d*une courbe fermee a pour 

expression 

J y cU cos ?, 

rint^rale s*<$tendant k tout le contour de la courbe, et l*angle f que fait la tangente 
arec Taxe de x se rapportant k la direction du mouvement. La courbe peul dtrc coupcc 
par les parall^les h Taxe des y en ua nombre quelconque de points. 

979. Coordonnees polaires. — Pour evaluer I'aire S du scctcur com- 
pris entre une courbe qui a pour Equation, en coordonnees polaires, 

r = m, 

et deux rayons vecteurs OA, OM de cette courbe, on partage cctte aire 
en secteurs Infiniment petits par des rayons vecteurs. On remplace chacun 
de ees Elements par un secteur eirculaire (1419) qui n'en differe que d'une 
quantite infiniment petite du second ordre, et qui a pour expression 

- r* A9, el Ton a 

S = - Urn 2r«A0, 

2 

oa, en appelant 9o et 9 les valeurs de Tangle polaire qui rcpondent aux 
rayons OA, OM, 



1 C^ 

(i) S=-\ rW. 

2 Jeo 



II ne reste plus qu'li remplacer r par sa valeur f(0) et k effectucr I'in- 
t^^ration. 

9SO. Folium de Descartes. — L'equalion 

y» — 3oary -♦- a:' = o, 

transform^e h. I'aide des relations x = r cos B, y =ir sin 0, donnc pour 
l'equalion polaire de la courbe et pour Taire du secteur commcn^ant a 
Taxe polaire 

3a sin 9 cos 9 ^ 90* TO sin* 9 cos* G dO 

sin' 9 -fr- cos' 9 * 2 jo (sin' 9 -♦- cos' 9)* 

Pour intdgrer, on divise haut et bas par cos'9; on pose tg'6=Z9 et Ton 
trouve 

2 )o (i -*- ^y 2 \i -f- zjo 2 (i -f- tg'9) * 

En faisant 9 ^gal a 90**, on aura I'aire de la feuille^ qui sera -a*. 
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Si les axes .Uient obUques, Hnt^rale -'^ * , ^70^:.^^^^^^^ 
20 Dans les formules de quadrature ^^^ «"7«^«" ^^ ^^ ^", f„» p 

courbe, sans quoi roD trouTerait dc8 V ,^ </e rellipse ; sou « 1 angle BU 

au dessous de I'axe des «, el lorsr ' o . 

«xe, rinl^sgrale fournirait la s- ^;^„ gi„ „, y=rsine=^NP«6cos«, 
I'axe des x et la courbe,^^ -•' ^^ 
cherche d'ordinaire. Soj/;.>^" '" j^ ,;„ e + r cos MO 6 sin « d«. 



eo/iv 



o ct X 



-^'''/i/*nt 



r J" . cos* u -»• sin* w ^,^ 
V' „9+6sinuco8e)dtt«-oft ;: » ' 

r*({9 = — ab au. 
y «,„r ellipUqic BOM a done pour expression 

**"' I fi o5fo oiu 

,. ron avail 2i determiner I'aire comprise entrc deux courbes don- 

^f yr et deux rayons vecteurs OAA', OMM' eou pant ees deux 

^ t on verrait facilement que eette aire a pour expression 




S=i(® (rl-rV9, 



• i-»e ^nvntifi vectcurs de ces courbes cxpri- 
^ d<Ssi«nant respectivcment Ics rajons vecicurb u ^^^^.^on- 

r «^'"» / „ , . . ^. ft ft Im ansles polaires correspon 

*^"^g en fonclion de Tangle polairc, et 0o, W les angicb p 

jant a"* rayons extremes. 



Exercices, 



«. Ijemniscate 



de BemotUli : secteur compte ^ parUr dc I'lue polaire 



<i« . 



r«=:a*co820; 0o = 05 S = -^sina8. 



Aire toUle de la courbe : 
9 . Spirale lognrilh m ique 



S = o«. 



r = ac*® ; S = 



4m 
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vpanle de cercle (Voir ch. XIII, § II, ex. 6); secteur compte de Taxe polaire: 
' = a" (i -4- «■), = u — arc tg M ; do = o, 6»o =: o. 

lts de celle du triangle eompris entre le rayon vecteur OM, le rayon 
.olonge, et la perpend iculaire au rayon vecteur en M. 
.re de i*ellipse par rapport a ton centre: 

r* = o"cos* 0-»-6"sin"0; Oo = o; 

S = - (a» -i- 6*) 4- - (o« — 6«) si n e cos 9 . 
4 4 

L*aire totale de cetle courbe fermee est la moitie de celle du cercle qui a pour rayon 
la droite joignant les soramets du grand et du petit axe. 
». Lieu dee projections du centre de I'ellipse eur see normalee: 

(a* — 6*) sin cos 6 
K a«sin«e-*- 6»cos«e 

a«H-6» a« — 6« . ^ „ 06 A A 

S = 9h sin 6 cose arc tgl -tgO ]- 

4 4 2 ^\a^ J 

L'aire totale de la courbe, compos^e de quatrc feuilles egales, vaut 

"-(a-6).. 

•. Soit S Taire d'une courbe fcrm^e, S' celle dc sa podaire par rapport a un point 
interieur, r le rayon f ecteur menc de ce point a la courbe donnec^ df Pangle de contin- 
gence de celle-ci ; on a 

•27r 



if*' 
2J0 



9. Une corde de longueur conslante e + c' se meut, en s^appuyant par ses cxtr^mites 
sar une courbe fermee donnee. L^aire comprise entre la courbe et celle que decrlt le 
point M qui partage la corde en deux segments c et r', a pour expression 

Tree', 
quelle que soit la courbe donnee. 



3tt 
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§ II. RECTIFICATION DES COURBES. 

A. Courbes planes. 

MS. L*^quation d'une courbe plane etant doniiee en coordonn^es 
rectanguIairt*Sy 

pour calculer la longueur s d*un arc de ceUe courbe, compt^ d*une origine 
fixe A jusqu'i un point M, on parlagera cet arc en ^li^menls infiniment 
pelits. Un de ces Elements, correspondant k un accroisscment Ax de la 
variable r, aura pour expression 



Ax 



v/ 



en ndgligeant une quantity d^ordre supcricur k Ax. La longueur 8 de Tare 
sera done {gale k 



Urn 2Ax 



V 



d*ou, d^signant par Xo, x les abscisses des points A, M, on aura 



(>) . 



C/V 



Si r^quation de la courbe est donn^e en coordonncSes polaires, I'^l^ 
ment de Tare aura pour expression 



AG 



V' 



d'ou, Oo et d&ignant les valeurs de Tangle polaire qui repondent aox 
extr^mit^s A et M de Tare, 



(2) « 



v/'"'"-^ 



Appliquons ces formules k quelques exemples. 

M4. Parahole. — L*equation de la courbe ^tant mise sous la forme 



x« 



x*ssa2py ou y= — , 
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on aura 

p 
et com me 



( (ix|/p« -4- x« = p«( -— =^=^ -4- ( ,^ 

J J |/p« -4- x* J |/p« -^ x« 

X f^ 

-l/p« -♦- X« -♦- i- 1. (X -4- |/p' -♦- X*) -♦- C, 



2 • 2 



si Ton prend le sommct A de la courbe pour originc de Tarc^ on dcvra faire 

p< 
C = — — 1* P) pour que Tinl^rale s'annule pour x =» o; done 

Mft. Ellipse. — En exprimant les coordonn^es (x, y) de la courbe 
au moven de Tangle u, d^fini au N"" Ml, nous avons trouv6 

X => a sin tty y = 6 cos u, 
d*ou 

ds = |/dx* +• rfy' = du j/a* cos" w -h 6" sin* i#, 

ou, en d^signant par as = ^^a* — 6* Texcentricil^ de Tellipse, 

ds = adu yi — e* sin* u. 

L'arc BM, compt^ du sommet B du petit axe jiisqu*au point M di^ter- 
min^ par Tangle u, aura done pour expression 



8 



a\ dw j/i — e'sin* u. 
Jo 



Cette intdgrale est une transcendante nouvelle, rintigrale elliptique 
de seconde esphce. Pour la d^velopper en s^rie^ nous observerons que s 
est < I, d'ou 

- I 1 I '3 
(i — 6« sin' ti)'= 1 e* sin* u e* sin* u ^ e* sin* !* — •.., 

^ 2 2-4 2«4«0 

d'ou nous tirerons la s^rie convergente 

s^salu e'l sin^tidfi e*\ sin^iidu •• ). 

V 2 Jo 2-4 Jo / 

Comme on sait obtenir sous forme finie les integrates qui figurent dans 
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ce developpement, Tare d'ellipse peut ^tre consider^ commeexprim^ par 
une serie connue. Pour avoir le quart du perimetre de I'ellipse, on devra 

poser u a< - dans cette ^alite, et, d*apres la formule connue (<••) 



i: 



It 
2 



Sin** ti at/ = — ^ ' - 

2 • 4 ••• 2m 2 

il viendra 



8 



-r,^f£Ye.-^L:3Y£^/i>3^5Ye:_..l 
2 L \V \2-4/ 3 \2-4-6/ 5 J 



Cctle serie est d*autant plus convergcule que rexcenlricile e est plus 
petite. 

1I§6. Cycloide. — Les Equations de la courbe donnent facilement 

ds^=iad(»i l/(i — cosw)* -4- sin* o) =» a do> 1/2(1 — coso)), 



8 



sm — aw = 4a I cos cos— j 



On en deduit sans peine la propri^tc^ indiquec au cli. XVI (ex. 5). La 
longueur totale d*une arcade de cycloide s*oblient en faisant a>o = o, 
u =s 27r; sa valeur est 8a, c*e$t-&-dire quatre fois le dxambtre du eercle 
genirateur. 

Ml. Cardioide : r = 2a (1 -♦- cos 6). 

On a successivement 

dr 9 

-jg = — 2a sin 0, d« = 2arf9^^(T -h cos 9)' -♦- sin* G = 4a cos -d9, 

et par suite, pour Tare comptd h partir du sommct 9 «= o, 

8 =Sas\n-' 

2 

Le perimetre total de la courbe a pour mesure i6a. 
9§S. Lemniscate. — La courbe a pour Equation 

r* = a* cos 29. 
On a done 

a* sin* 29 ad9 



/ 



|/C0S29 
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L'arc «, commen^ant au sommet A pour lequcl on a 6 = 0, cl se ter- 
minant au point M (r, 6), a pour expression 



s 



=" 



j/cos 26 
Cette int^grale se ramcne k une quadrature elliptique, en posant 

1/2 sin 9 == sin w, 1/2 cos 6 rf9 = cos u dti, 

l/cos 20 = |/i —2 sin* 6 = j/i — sin" w = cos u, 
d*ou 



a Tm du 

1^ % / I sm' w 

Joy 2 



La lemniscate jouit d'une propriety remarquable : quoiqu'on ne puissc 
en exprimer Tare sous forme finie, on peut assigner une relation simple 
entre les extremitcs d'arcs egaux. Etablissons, en^e deux points M et M' 
la relation 

1/2 cos 6 cos 9' = I ; 

nous aurons successivement 

I j^, sin0d9 sin0d9 

cos 9^= — ; T , dG'= — 



V/2COS0 1/2 cos* 9/ 1— cos* 0' cos 9/2 cos* 9 — I 

A. •/^. I sin* 9 

cos 20^=2 COS*0' I = T-;, — I = r-r> 

cos* 9 COS* 9 

rf9' d9 d9 



|/cos 29' ^^2 cos^ 9—1 ^/cos 29 

' L*arc 0M% compt^ du centre Ojusqu*au point M' qui r^pond h Tangle 9' 
a pour expression, d*apris ce qu'on a vu ci-dessus, 

de 



[4 dQ' fo rf9 re 

Je' l/cos 29' Jei/cos29 Jo 



^/cos29' Je |/cos 29 Jo|/cOS29 

d*ou J'on voit que les arcs AM, OM' de la lemniscate, terminus h deux points 
M ct M' entre lesqucls existe la relation indiqu^e, sont dgaux enlr*eux. 
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Exercices. 



« . ChtUnelte, — L'equttioo de la courbe est 



szt[^^e •). 



^ 2 
L*are s, eommeiifant tu point le plus bas, a pour expression 

2 

f ^tant Pinclinaison de la tangente k Pexlr^mite de Tare, sur Taxe des x (voir ch. XVI, 
ex. 2). 

9. Hyperbole: -r— Tr"-!. En posant 

|/a* 4- 6" = Of, ar = 



COSM 

on trouvera pour Texpression de la longueur de Pare, compt^ k partir du sommei reel^ 



(f df ^ / cos" 



I, 



ou, par le d^veloppemenl en serie (t ^ i), 



o Ti I I ri> , I • 3 I f '^ . J 1 

fsattgv -?-* :\ cos»©rf«H Ti\ cos* ydf -f- ••• I- 

La diffdrence entre Tare d*hyperboIe et la longueur de Tasymptote termiDee a la 
mdme ordonn^, tend vers la limite finie 



lorsque x croit inddfiniment. 

S. Spirale logarithmique .* r = tuF*^, 
Arc cooipte du pole (Oo = — ^ ) '• 



« = e*^ BB r. 

m m 

4. D^veloppofUe du eercle (ch. XIII, J 2, ex. 6) : 

" !-!-«■ 2 

L*arc AM <$gale la rooitid de RQ, Q <$tant la rencontre de OR avec QM perpendiculaire 
kOM, 



— oSl — 

S. SpiraU d*Archifnide : r = a6 ; %=. o. 



2 



k StftiitoSrfe .* y = sin a* ; Xo = O. 



= 1/2 \ (te% /i — - sin«aj. 



La longuear d*an arc compris cntre deux rencontres de la courbe avec I'axe des m est 

celle d*ane quart d*ellipse dont le demi grand axe est |/2, et rexcentricit^ i. 

a 
f . r = -(6* — i) ; arc compte k partir de 9 = o : 



= ^(3-7 



0. Demontrer que dans la courbe 

3y = a*> 

si Voa appelle «, «' t" f''' les arcs comptes de Porigiue aux points qui ont pour abscisses 
«, c', a/', a/'', et I, I', <", I'" les longueurs des tangentes correspondantes k ces points, 
et si Ton pose les relations 

on aura 

(,'/' — ,") — (^ — ,) =s (</" — /") — (r — <)• 

•. IMmontrer que si Ton prend sur Tellipse deux points M et H', tels que les angles ti 
oorrespondants (voir n* 901) satisfassent a la relation 

tgtt tgw'=:-, 

{• \ti distance I dn point de contact k la projection du centre sur la tangente, aura la 
mtoe Taleur pour ces deux points; 2<» les arcs BM, AH' compris respectivement entre 
chaean de ces points et les sommets de Tellipse satisfont k la relation 

fiM~AM' = /; 
3* On a la relation 

- -*- I nz = conti, 

OKI — 1» sin* u Jo VI — t* sin* u' 
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B. Courbes a double courbure. 



^§9. La loiigueur 8 de Tare d^une courbe gauche, compU^ d'un point 
fixe A Ji un point quelconquc M, est la limite d*une somme d*clements 
infiniment petits dont Texpression, en supposant les axes rectangulaires 
et raisonnant com me pour les courbes planes, est celle-ci : 



. / d«/« dz* 
On aura done, Xo et x correspondant aux points A, M, 

(3) ,==j^^rfxY/T7g;-.g; 

la variable independante x pourra ^tre remplacee par toute autre variable 
convcnable. 

%90, Application. — La courbe representee par les Equations 

.V a, o -H X 

Xc=30Sin-> z=:-l. 

a 4 a — X 

est rintersection de deux cylindres, dont I'un estparallile k I'axedesz, 
Tautre k Taxe des y. On a 

dy a dz a* I 

dx |/^« rgi dx 2 a* — x* 

Done ici 



/ a* 0* dx a* -4- 2 (a* — x* 

y o* — X* 4 (o* — x')* 2 a* — x* 

et, en faisant commencer Tare a I'origine des axes, 

a*r» dx 

« = X-4 I -r r=X-*-«. 

2 Jo or — x* 



I. Intersection de la spb^e et du eylindre droit, qui a ponr bue la cercle decrit 
nir an ray ondela sphere comme diam^re (chap. XXIII, ex. i]. 



't'^\A-'i 



]/t \ dai* / I COS* ». 



La longueur d'uue branehe fermee AHXA, ^gale i ta moitid 
dn perimHre total de [a courbc, al egile h la longuear d'une 
arcade cnti^re de la sinusoide {oo 

•. Infersecti* 



des deux cyliadres 

aj» a» 

R. L'are ftant cnnpt^ de I'origine, on a 

•. Inlenectron dn deni cylindm 

n" 6" a 

I'arc ^tant eomplt! du sonunet de I'liyperbole repr&enlde par la premiere ^nation. 
R. On trouve 



4. L'A]aalion d'une courbe sar la spbire £lant donnee an moyen des eoordonn^cs 
jiet M (th. XX, ex. <), chercher I'eipreMioa de Tare comptd ii parlir de Tangle u^O, 
et appliqner la fonnule A la loxodromie qui a pour Equation 



f» * / sii 






CHAPITRK XXXin. 

SUITE DES APPLICATIONS CEOM^TBIOUES. 
% 1 . CtBATL'RE DE8 BOLIDES. 

99I. Pro|)osons-naus d'livaluer le volume compris sous line surfnce 
donnec, clunt lea sections psrall^lcs k un plan dnnn£ sont des courbes 
ferm^eR, cntre rlcux plans parallelcs au plan donn^. Ponr eela, nous 
decompose rons d'libord ce volume en tranches infinimcnt minrcs par des 
plans pnra lie les aux plans cxirdmcs; soil 3IP>'M'P^'' kne de 
CCS iranclics. Considerons les deux cyliiidrcs qui iitit rcspec- 
livcment pour bases les deux seclions MPN, M'P'K' enlre 
Icsquelles la trancLc est conTprisc, el pour hauteur commune 
la distance infinimenl petite MK dc ccs seclions. Le volume 
de la Iranclie sera compHs cnlre les volumes des deux cylin- 
dres, ct commeceux-ci ont m^me hauteur, leurs volumes sont 
cntr'cux comme les aires des sections MPN, M'P'iV ; le I'appori de ces volu- 
mes a done pour limiic I'unili, et par suite, il en est de m^me du rapport 
du volume de la tranche k celui de I'un des deux cyliadres. D'ou !l suit 
que le volume du solide propose est dgal, ngoureusement, k la limite de 
lasomme des volumes des cylindres, qui ont pour bases les sections MPN, 
el pour hauteurs les distances infinimcnt pciites de ces sections. 

Ce raisonnement suppose implieitemeut que tous les points de la sur- 
face proposal compris entre les plans MPN, llfPTi", tombciit lUos Tun des 
eylindrcs, ei hors dc I'autrc; mais si cetle condition n't'iait 
pas remplie, le resullat ne serait pas change. En effel, si 
1'on projette chacun des points dc In surface laterale dc la 
tranche, sur le plan de la section MPN, loutcs ces projec- 
tions (omberont dans un certain cspace, qui sera limiic 
cxl^rieurement par un contour RSQ, et iniericuremeni par 
un contour R'S'Q'. Consid^rnnt les deux cylindres qui ont 
pour buses respectives les contours RSQ, Il'S'Q', et pour hauteur commune 
rdpaisseur MK de Is tranche, on vcrra immcdintemcnt 1° que le volume 
de Ih tranche MPNM'P'N' est compris necessairemcnt cntre ceux des cylin- 
dres; 2° que Ic rapport du volume dc I'un quckonque de ccs cylindres, au 
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volume du cylindre de m^me haulcur qui a pour base la section MPN, a 
pour limite Tunitd. D'ou il suil que Ics volumes dc la tranche et de ce der- 
nier cylindre ont encore pour limite de leur rapport Tunit^, etc. 

Cela posd, concevons que les plans secants soient normaux k Taxe des x. 
L'aire de la section MPN qui r^pond ii une valeur donnee de x, sera dvi- 
demment une fonction 9 (x) de cclte variable, et la distance MK dc cette 
section k la suivante dUnt d&ignde par Ax, on aura pour le volume du 
cylindre ^lementairc 9(x)Ax, et pour le volume chcrche 

V =1 lim 2 9 (x) Ax ; 

ou bien, x© el x ^tant les valeurs de x qui correspondent aux deux sections 
extremes, 



(0 



rx 
= 1 9 (x) dx. 



Si done la fonction 9(x) est immddiatement connue par la nature de la 
surface, la cubature du solide propose d^pendra d'une simple integration. 
S9t. Exemples. — L'ellipsoide 

X* v* z* 

a« 6* c« 

est coup^, par un plan x quelconque (1), suivant une ellipse dont les demi- 
axes sont 



V'-i' V 



d'aprcs Texpression connue de I'aire de Tellipse, on aura done 

9(x) = 7r6c^i— ~Y 



et si Ton prcnd Xo =s o^ 



rO 



Tel est le volume de rellipso'ide, entre le plan principal x = o et un 
plan X quelconque. Faisant x±=a et doublant, on aura le volume total de 
rdlipsoi'de 

V 3/ 3 

(I) Cest-a-dirc par un plan parallele a YZ, et corrcspondaiit a unevalcura; de l*abscissc. 
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Le cylindre qui a pour base I'ellipse dont les axes sont 2a et 2b, et pour 
hauteur le troisiSme axe 2c, a pour Tolume zieabc : le volume de Vellip- 
sotde est done le$ deux tiers du volume du cylindre cireonscrit. 

99S. ParaholoHde elliptique. — L'dqualion de la surface etant 

la section faite par un plan parallele k YZ et men^ k la distance x dc ce 
plan, est une ellipse dont les demi-axes sont 6 ^/2x, c |/2X, et Taire 

© (x) = 2irbcx, 

On trouve done, pour le volume du solide compris entre cette surface 
ct un plan x perpendiculaire k I'axe, 

V = 2ir6c I xdx^=i nbcx*. 
Jo 

C'est la moiti^ du volume du cylindre elliplique qui a pour base la 
section faite par le plan x, et pour hauteur la distance du sommet da 
paraboloide k ce plan. 

994. Volume compris entre le plan XY, le plan z = a, et la surface 
qui a pour Equation 

(x* -H y*)* (a* -4- z*) — (y* — x') (z* — a*) z* — 4axyz* = o. 

La section faite par un plan quelconque z est projetec sur le plan XY, 
en vraie grandeur, suivant une courbc dont T^quation pent s^^crire 

(x«-*-y«)«A + ^J — z«(y«-x«)^i~^j — 4^^ 

Si Ton pose -sa tg ^^ cette Equation devient 

z 

(x* -H y*)' — z* (y* — X*) cos 2^ — 2xyz' sin 2$ = o, 
ou, en coordonn^es polaires, 

r* — z* cos 2 (9 — 5) =3 o. 

C'est une lemniscate dont le demi axe est z et dont Taire totale, d'apres 
ce que nous avons vu, est ^gale ii z*. On a done ici 



9(z) = zS V = ("z«rfz«-. 

Jo 3 
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t9t. Solides de revolufiott. — Unc courbe pJanc BM, dooo^c par son 
dqualian y t= f(x), tourae aulour d'ua axe OX situ^ dans son plan, et 
eugcndre une surface dc revolution. On veut ^valuer 
le volume compris sous cette surrsce, entro deux plans 
perpcndiculaires h I'axe, et passani par les points A 
et P. Lb section correspondanle au plan x est id un 
ccrcle, qui a pour rnyon I'ordonniie y de la courbe 
g^D^ratrice. On n done 

(f(x)=ny*, 
el, en d&ignant par Xo et x les abscisses des points A ct P, 



(a) \ = n^%*dx. 



Cest la formulo de cubalure des solldes de revolution. Consid^roas, 
eomme exemple, la surface eogendr^e par la cj'cloi'de 

X Es a (u — sin u), ^ ^ a (i — cos w). 
Nous aurons 
y*dx ■= o* (i — cos m)' da = a* (i — 3 cos <■>-•- 3 eos* w — cos* u) da. 
Supposons que Tune des Itmites du soltdc r^ponde h I'orlginc dc la 
courbe; Xa sera nul, ainsi que la valeur correspondanle de a, done 

V = «a* I (1 — 3 cos (U -I- 3 cos' u — cos* to) dta 

=smi» ( -M — 4 sin u -»- -sin ca cos u -t- -sjn* » ). 
\a 2 3 / 

]« volume correspondant & une arcade enti^re de cycloi'dc s'obtient 
en posant « = 2n, et a pour valeur Sn*a*. 

996. L'aire generatrice pourrait 4tre comprise entre deux courbcs BH, 
B'H', plac^es du m£me cdl^ de I'axe des x; la section transversale du solido 
serait alors un anneau circulaire, ayant pour rayons 
inl^ricur et ext^ricur respective men t les ordonndcsyn 
ct y des courbes B'H', BM. Done on aurait 

^{x)=:n{>f*—yl), \ = A'{y*-'yl)dx. 

On rcmplacera y„ ct y par leurs valours en fonclion de x et I'on int^grera. 
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Supposons, par exemple, que le ccrcle 

a:' H- (y — c)*si^a*f c > a, 
soit la courbe g^ndratrice. On tire de T^quation 

y e= c lb |/a* — x', 
et par suite, on a dans le cas actuel 

yQ = c— i/oTZTx*, ys=:c-^ |/a* — x*, 
d'ou 

Done, le volume du tore engendrd par la revolution de ce cercle autour 
de I'axe des x, entre les plans x == o et a;, a pour expression 

V = ^.7rci dx |/a* — X* = 27rc ( X |/o* — x* -*- «• arc sin ? j. 

On d6duit facilemcnt de \k que le volume total du tore est ^gal k 2ir*ca*. 

U faut bien remarquer que si le cercle gen^rateur ^tait coupi^ par Taxe 
OX^ ce qui aurait lieu si c ^tait < a, le volume k evaluer se composerait 
de deux parties : Tune, dont la section est un cercle ayant son centre sur 
Taxe et son rayon ^al k Tordonnde c -i- y^a^ — x*, se calculerait par la 
premiere formule; Fautre, dont la section est un anneau circulaire, se cal- 
culerait par la seconde formule. 

997. Remarque. — Dans tout ce qui precede, nous avons suppose que 
la fonclion ^(x), qui exprime I'aire de la section normale k Taxe desx 
dans le solide k evaluer, soit donn^e a priori par la nature de la surface. 
Quand cette condition n*est pas remplie, le problcme des cubatures exige 
une double integration, comme nous le verrons plus loin. 

£xercice8. 
i . Volume compris eotre I'hyperboloide gauche 

et les plans « = o, 2 = c. 

R. V=-ira6c; volume egal a celul d'un ellipso'jde dont a, 6, c sont les demi-axes. 

3 
t. Volume compris entre le paraboloide xy = az, le plan x + y-«-;rs=a, et le 

plan XY. 



I OB (a — ob)" 
R. y(a?)=- ' I 



=-(g-^4) 



S. Volume compria entre le plin XY et le conoide qni a pour btsc I'dlipsc 

poor direclrice reetiligne la droite V = 0, z^e, et doDt U gen^trica est panltele 
lu plan TZ. 

V=^a6c. 
u 2 

lont 1* une ellipse constniile Ear los demi 

, dans le plao XZ ; S* une droile Afi con- 
ptnt les ties OX et OY aui dislauces OA = a et OB = b. La 
generatrice rst une ellipse 1H\ dont le ceatre est sur OX 
et les Bi£s pirail^ies a OY, DZ ; trouver le volume compris 
enlre I* surface et les plana coordonocs. 



fi.)=S(- 



' 4 (4 i/ 



I. IMmonlrer que le rolame engendre par un triangle dont le plan reste parallele h 
lui-mSme, et dont les satnmets glisscnt sur trois droiles fixes, a pour eipressioi 

^(S, + 4S, + S,), 

S>, S|, S| de^lgnant respective men t les aeetious eitr^es ct la sectioa moyeune, h la 
dislBDCG des sectioDS eitr^mes. 

«. Volume comprig sous la suriaco cngendree par la revolution de la chainctte 
(ch. XVI, ex. %) autour de I'aie de z, entre Ic plan x=:o et un plao Tquclconquc. 



4 \ a 0/ 



*. Hjine problime, la coui^ generatrice iital la logarithmique 

R. V = mi*» [(I. »)' — 3 1. at ^- a]. 
S, Volume engendre par la revolution de la ddrelopp^ de I'ellipse (II*) aulour dc 
rixedesr. 

a. V-gxAB.. 

•. L'aire comprise entre la coarbe qui ■ ponr ^nation polaire r^f[9), ct deux 
rayons vectenrs correspondant aux augles Sg et 6, lourne autour dc I'axc polaire. 
Demontrer que le rolome eogendr^ a pour expression 



«•. Tolome total compris sous la surface engendr^ par la r^olutioo de la cardiofde 
r=»i([ + cose) 



■ i. VolnnM BOgeDdrJ ptr It HTolatHin de ('lire de U gpinle logiritliiQlqaa 
eomprite ealre let in|le« poUiret 8, = o, R = are Ig • », 



t«. Vohmie dn tolide engeodH pirta r^volation da la IcinniMale r*=a'ciu3> 
tulour dt I'ue polalre. 

§ 3. QUADnATtm DBS SURFACES DE nfivOLUTIOH, 

9M. Nous Bppelons aiVe d'ufi« portion de surface courbe, la limite ven 
laquelle lend f aire d'une tur face polyidrique, donlloates lit faeeilettont 
ittfiniment petitea en tou* sens, et qvi ett intcrite dans la portion de $vr- 
face doni it a'agit. 

Nous d^moDlrerons plus loJa que celle limile exjstc, et qu'elle est ind^ 
pendaoie dc Is forme des Tacettes du poly^dre ioscrit, et de Is loj suivant 
laquelle elles lendent vers z^ro. 

Nous chercbcrons ici ft ^valuer I'aire S de la surfsce engendree par one 

courbe plane BH touroant aulour d'un axe OX, celle aire ^lanl limiiee par 

deux plans normaux k I'aie dc T^wululion, en 

deux points donn^ A etP. D^omposons d'abord 

cette surface en bandes iuGoiment elroites par 

des plans perpendiculaires k I'nxe OX, el soil 

mpp'm',.,. une de ces bnndes; decomposuDs-Ia i 

son tour en elements du seeond ordre par une 

s6ric de plans pnsssnl par I'axe OX, et soit a^yS 

un de ces ^Idments. Considdrons ta facctte plane 

qui n les m^mes sommels a, p, y, d que cet ^ lament de surface; lasomme 

de loulcs CCS facettcs, prise k la limile, nous donnera I'aire de la surface 

proposcc. Or, I'aire du pclit trapize a^ est ^ale, k ui) inrinimenl petit 

pr^ par rapport i elle, au produit 

a^- ccy=> corde mm' ■ ay, 
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et la sommc des trapezes compris dans la bande mpp'm' a pour expression 
mm^ • lay. Mais la corde mm' ne differe de Tare mm'=ii8 que d'une quan- 
tity infiniment petite par rapport & cette corde; lasomme 2ay des c6tds 
infiniment petits ay a pour limite la circonKrence du cercle mp d^crit 
par le point m, ou 2nyy y d^signant I'ordonnee de la courbe gdndratrice. 
On pent done prendre 2ny^8 pour Taire de la surface poly^drique inscritc 
dans la bande, en n<Sgligeant unc quantity infiniment petite par rapport a 
cette aire, ce qui n'alt^rera pas la limite de la somme des bandes. D'apr&s 
cela, la surface cherch^e sera donnee par I'expression 

S t=3 Urn l27ry^y 

d'ou, en d^signant par Xo et x les abscisses des points A et P, on aura 

(i) S = 2ir\ yds. 

Si Ton substitue a ds son expression connue, on trouvera 



(,) s = a.j%dxY/v;^ 



Les formules (i) et (2) suffisent pour la quadrature des surfaces de revo- 
lution. L'dquation de la courbe g^ndratrice fait connaitre y et D,y en fonc- 
lion de x. 

899. Appliquons ces formules k Tellipsolde de revolution autour de son 
grand axe. La courbe gdndra trice a pour equation 

»=-/«* — arS 
d*oa Ton ddduit, en posant a* — b* = a'e*, 

, . / 6V dvi/a* — e«a:« 

ds = dx\/ i-^-rr-: r = — . 

V a«(a«-x«) /^r=l? 

On aura done, en faisant commencer la surface & ^valuer au plan xs=o, 



o Jo o Jo V ^ 

S5B — I xy a^ — eV h — arc sin— \* 
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On fera x = a et I'on doublera, pour avoir la sarface totale de Tellip- 
soTde dc revolution allonge, qui sera 



, / / 1 arc sin e\ 

2ieab lyi — en Y 



Si a = 6, e = o, et la surface de la sphere est 4ira'. 

Si Ton avail ii chercher la surface de Fellipsoide aplatiy on designerait 
encore par a le demi grand axe de Tellipse gdn^ratrice, et ceile-ei aurait 
pour Equation 

On (rouverait alors, en posant a* — 6* = 6'e*, 

OU, en cherchant Finldgralc ind^Gnie, ce qui n'offre aucune dif&culte, 

S==y^x/6«H.sVH.-l. !i-g J. 

Faisant x «= 6 et doublant le rdsultat, on oblient 

pour Tcxprcssion de la surface de Tellipsoide de revolution aplati. 
800. Les equations ordiuaires de la cycloTde donnent 

cb s=s 2a sin — eia>, yds = 2a* (i — cos on) sin — dta^ 

et, par suite, Taire S engeudr^e par la revolution d'un arc de ejcloide 
commencant k Forigine et tournant autour dc la base, sera 

JM 6) GO f " / • w\ w 

sin*-sin— d(i)==87ra*\ I i — cos*- Ism— ao) 
o 2 2 JoV 2/2 



27ra6 



/2 W I &)\ 

= i6ffa*| cos — -♦--cos'- ). 

Vs 2 3 2/ 



Faisant to =i 2ir, on trouve pour la surface corrcspondante i une 
arcade entierc de la courbc 

3 
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Exercices. 



f . Paraboloide de revolution : 



t. Surface engendree par la revolution autour de Paxc dcs x, do la cliainetlc 

R. S = — fc»— e •-♦-^)- (a^o = o). 

Si V est le Yolume de ri^volution correspondaQt, on a 2V = oS (voir § i, ex. 6). 
S. La cardioide r == 2a (i + cos 0) tournant autour de son axe, (rouvor Tairc lotale 
de la surface engeudrde. 



2* 



R. S = - IT (2a)«. 
5 

4. M^me probleme, la courbo gen^ratrice etant la podaire de i*cllipse 

r* =3 a* cos* 6 -+- 6« sin* 0. 

R. S=27r\ ^ sin dBl^a* cos« -♦- 6« sin« 6 = 2?rf o" H -^L_|/^!±K?!zi^\ 

Jo V, V/a4_(,4 6* / 

a. Mdme probleme, la courbe etant la lemniscate t^ = a* cos 2O. 



R. S = 47roM 1 =). 



•. Surface du tore eugendre par le cercle x^-i-ij/ — c)' = a' tournant autour de 
I'axe des x, 

R. Cette surface se compose de deux parties : Tune correspond a la courbe dont 
Tordonnee est y^e-^- l/o» — «■ ; sa vaieur est 

2,na \ = 2Jra I I ^ H-i ld*=2 7ra( an J; 

Jo|/a*-ic« Jo\V/o» — «« / \ */ 

Tautre, doot Pordonnee gendratrice est c — \/a* — «', est cgaie a 

f« / c \ Ac A 

Ajoutant, et doublant pour avoir Taire totale, on trouve 

S = 47r"ac = 2na • 2,nc, 

9. Demontrer que si une courbe tracce dans le plan XZ, z =if(x)y engendre une sur- 
face par sa revolution autour de Taxo des Xy la portion de cette surface comprise entre 
Ic plan XZy un cylindre vertical y = f (as), et deux plans Xq et x, a pour expression 






) (te arc sin ^ V 1/ 1 + /*(x)«. 
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CHAPITEB XXXIV. 

SUITE DES APPLICATIONS GfiOMfeTRIQUES. 
% 1. GUBATUHE DBS SOLIDES Elf GfintiRAL. 

>•!. Repreoons le probl^me dn calcul du volume compris sous nnc 
anrfsce doonde, et d'abord, proposons-nous d'^valuer le volume V com- 
pris entre uoe surface EFGH donnde par 
son ^quatiOQ 

le plan XY, deux plans AEHO, BFGC parst- 
iilesau plan XZ,et deux autres plans ABFE, 
DCGH paranoics au plan TZ. Pour cela, 
d^composons le volume k ^valuer en tran- 
ches infinjment minces par an systemede 
plans paralleles su plan YZ, et soil STT'S' la base d'une de ccs trancbes 
sur le plan XY. D^composons ensuile cette tranche en ^l^ments infiniment 
pelits du second ordre par un syst^me de plans parallMes au plan XZ, et 
soil MNPmjS/ un de ces ^l^ments. On peut Ini substiluer leprisme rec- 
tangle de rnitnc base PajSy, et de hauteur HP 1= x, car on ferail voir, par 
les considerations bien connues, que les volumes de ces deux solidcs ont 
pour limite dc leur rapport I'unite. Le volume cherch^ V sera done rigou- 
reuscment ^al h la limite de la somme des volumes de tons ces prismes 
inscrits dans le solide, quand les plans secants paralleles se rapprochcat 
ind^finiment. Or, si Ton represcnle par Ax, Ay les distances iniinimcnt 
petites Pa, Pp compnses entre deux plans wicants cons^ulifs, le volume 
du prisme ^l^mentaire est zAxAy. La somme des prismes compris dans 
une m^me tranche STT'S', pour Icsquels x et Ax sont constants, est 
Ax2(zAy). Mais commc Ay est infiniment petit, ZcAy dilT^re inGnimeol 
pen de Tiiitdgrale 

( '«rfy = [ 'f{x,y)dy, 

yo et yi ddsignaat les ordonndcs des points T ct S, et x itant regarde 
comme invariable dant cetU inligralim par rapport d y. On pcut done 
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remplacer la somme des prismes compris enire les plans x el x -i- Ax par 
I'expression 

Ax i z dy, 

Jy. 

en D^lifcennt une quantity infiniment petite par rapport i cette sommc. 
Rduoissant les lennes correspondant aux diS^rentes tranches STT'S', 
passant Ji la limite, et d^signant par Xg et Xi les abscisses qui n^pondent 
aux plans ABFE, DCGB, on aura enfin 



= Urn 2 



ou 

(I) V = pdx("z%. 

Ainsi le volume du solides'exprime par une tnte^a^erfoufife. II faut obser- 
ver que la premiere lalegrale & <!valuer, 

Jy. 
■vpr^sente prdcis^ment, comme on s'en assure sans peine, I'aire de In 
section Tnilc dans le solide par un plan quelconque parallele & YZ, aire 
que nous avions d^sign^e anterieurement par <p (x). 

SM. Comme application, cberchons le volume du solidc compris cntre 
les plans coordonni!s et la surrace engcndree par une droite MN, qui sc 
meut en rcstaut parall^le an plan YZ, et en s'appuyant snr deux droites 
fixes, AC dans le plan XZ, BD parall^le a OX dans 
Ic plan XY. 

Faisant OA = a, OB = b, OC = c, on trouve 
pour r^quation de la surface 

cl les limites d'int^ration seronl, par rapport a */, yo ^ o, t/i ^ & ; par 
rnpport k x, Xo = o, Xi = a. Done 

" Cl ^J fu y*\'' ^("^f ,j <»^<^ 
•=-f\ (a — xlrfrf hu— i- I =— I (a— x)rfx = 
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C'cst le quart du volume du paralliilipipede rectangle construil sur OA, 
OB, OC. 

ZBZ. Rcprenons encore le m^me problime, mais en supposanl que le 
solide ii evalner, BU lieu d'etre limits en nvant el en arri^re par deux plans 
paralUles au plan XZ, soil limits par deux cylin- 
dres, CBFti, ADHE, parnll^tes k I'axe des z, el daot 
les traces sur le plan XY soni deux courbes don- 
n^es BC, AD. Nous d^omposcrons encore ce solide 
en Irancbcs infiniment minces par des plana paral- 
is au plan YZ, et chacune de ces tranches en 
filets cMmenlaires MPap/ par des plans paralleles 
au plan XZ, et infiniment voisins. Nous iidglige- 
rons, dans chacune des tranches Iclles que STT'S', 
les filels exti'^mes qui out pour bases sur Ic plan XY Ics triangles curvi- 
ligDcs SS'a, TT't, ces filets (Jtant iiifinimenl pctits par rapport h la tranche, 
Gt eela n'alterera pas la limiie dc la somme des tranches, ou le volume 
demandc. Nous remplacerons encore le filet ^Idmcntaire MPa.^ par le 
prisme rectangle de hauteur MP = x, et de base PaP/ = Axj^t/, sans que 
cela nltcrc la limite dc la sommc do ces filets, et nous aurons 

V = lim ^AxAy, 
Ic signe 1 s'dtendant & tons les prismes 6l^mentaires. Sommant d'abord 
les prismes compris dans une m^me tranche, nous trouverons, en raison- 
nant comme dans le premier cas, que cette somme ne differe quo d'une 
quantiu! acgligeable de I'inl^rale 



&x\ 'zdy, 
ho 



X ctnnt constant dans I'intifgration, et ;yo, y,, designant les valours dcy 
qui corrcspondcnl aux deux points T et S. Haiti il fnut observer qu'ici yg 
■/( ne sont plus, comme dans Ic cas precedent, des constantes doondes : 
ce sont les ordonndcs correspondant h I'abscissc x dans les deux courbes 
AD, BC, traces des cylindres sur Ic plan XY, et elles sunt des funcliona 
de X donnitt par let equationt de ces traces. Faisant ensuile la summe des 
dilTerentcs tranches comprises entre les plans x = Xi,,x=; x,, cl {wssnnt 
k la limiie, nous ourons encore pour le volume cherchu rcxprcssioii 



\ ^["dxi^'zdy, 
Jr, ho 
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scmblable & I'cquation (i), mais en diffcrant par la signiGcalion plus 
generate des IcUres ya, yi ■ 

Les deux cylJndres verticaux peuvcnt ^trc deux nappes d'une m^mc 
surface cytindrique, ilonl la base est nne courbe fermde; j/o et v, sont 
alors les deux valours de y que fournit I'dquation 9 (x,y)c=o de cetle 
base. 

M-l. Soil k calculer Ic volume compris eolre la surface OCDC'D' dti 
paraboloide elliplique 

z = ax* ■+■ j3y*, 
le cylindre vertical qui a pour base Tcllipse 

a' b* ^' 
deux plans a; = xo, x = x,, ct le plan XY. 
I'dquation de I'cIIipse nous donne immedialcment 
6 > ^,_^, ^ ^t^__, 

pour les oi-dunn^os limilcs. Nous avons 

et en effectuant la premiere int^ralion, puis substitunni A t/v el yi leurs 
valeurs ci-dessus, 

I {ax* + ^y')dy= i«|/a' — x'+-!-— {o* — or*)'. 

On trouve d'ailleurs facilement 

|x*£(x(/a'-x'= i— '-^-^i^a''—x'i*dx. 



et, par suile, 



i' J" di (/a" — a:' — J" x'dx |/o' — x*, 
(x'rfx(/«*-x'= — -(a» -«')* + ^ I dx|/a* — x'; 



(a'-i')<d^ = -{a'-i('). 



Les deux int^rales dont depend le volume cherch^ sont done n 
k nne int^grale bien connue. Substkuant, et prenant I'int^ale relatiTc 
It X eiitre les liraites donn^es, od aura 

Enposanl JoK- — a, Xi >= + a, el Berappelant que rinl^raleprise 
enlre ces limil«s vaui la demi-surface du cercle de rayon a, on trouverx, 
pour le volume total compris entrc Ic paraboloide, le cylindre el le 
plan XY, 

V = (iJlO* + fit*) = , 

4 4 

e d^signanl I'ordoDiieeTerticaledii paraboloide qui correspond i x<=a, 
y=h. Cest le qunrtdu volume du cylindrede hnuleurr.ct de base ABA 'B'. 
SftS. Cequi pr^c6de conduit facilcmentar^valualionduvolumetotil 
V rompris sous une surface ferni^e 

¥(x,s,z) = o. 

On ddeompnsera encore le solide en filets vertieaux par deux series de 

plans iufioiment voisins, les uns paralleled k YZ, 

Ics aiitrcs paralleles k XZ, et I'un qucleonque de 

ces filets, lels que HNM'N', pourra ^tre remplace 

par Ic prismc ayant pour base un rectangle 4pi\ 

a r^Mmeni Papy du plan XY, ci pour hauteur 

la difference MM' des ordonn^es venicales z et 

za de la surface donnee, qui nJpondeDt i un 

m^me point P (x, y) du plan XY. Les volumes 

du filet et du prismc ont en effet pour limile de 

leur rapport Puniic, et le solide lolal sera la limite de la somme des pris- 

mes, qui ont pour expression gdn^rale (z — Z(,)AxAy. 

La somme des prismcs compris entre les deux plans x, x + At, pcut 
itre cxprimcc par 

Ax \ (i — 2o) dy, 

ho 

t/oetyi dcsignant toujours la plus pelile eila plusgmnde valeurdeyqul 

n5pondent k la section faite par le plan x dans le solide. Si Ton d^cril, 

sur le plan XY, la courbe ABCD qui rcnfcrmc Ics projections de tous les 
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poinis de la surface donnee sur ce plan, yo et yi seront (Svidemmcnt los 
ordonn^es des points T et S qui r^pondent k unc mdme abscisse x dans 
r^quation de cctte courbe; cc seront des fonctions dc x fournies par cette 
^nation. U faut encore faire la somme des VQlumes correspondant aux 
diverses tranches paralliles au plan YZ, et passer k la limite, ce qui sc fera 
en integrant Texpression ci-dessus par rapport k Xy enlrc les liniites xo et Xt 
qui r^pondent aux limites du solide dans le sens de Taxe des x; oco et Xi 
sont la plus petite et la plus grande valeur de x donnant des points r^els 
de la surface propos^e. On. aura done 



(2) V = C' dx [^'{z — zo) dy, 

J«o ho 



800. La determination des quantit^s yo^yi^Xo, Xi, se fera eomiDc i^ 
suit. Giniralementy la courbe ABCD, qui forme le contour apparent de la 
surface sur le plan XY^ est la trace d'un cylindre vertical circonscrit k la 
surface; la courbe de contact de ce cylindre est le lieu des points de la sur^ 
face ou le plan tangent k celle-ci est paralUlc k Taxe des Zy et ou, cons^- 
quemmenty le coelGcient de ^ est nul dans I'dquation de ce plan (17§). 
La courbe de contact satisfait done aux equations 

eliminant z entre ces equations, on obtiendra entre xety Tequation de la 
projection ABCD de cette courbe. 

Les abscisses Xo etxi r^pondcnt aux points A et C, limites de la courbe 
ABCD dans le sens de Taxe des x. En ces points, ghiiralementy la tangentc 
a la courbe est parallele k Taxe des y, et le plan tangent k la surface est 
parallele au plan YZ. On a done 

equations qui fournironl les valeurs de Xo et de X|. 

11 est a peine n^cessaire d'observer que, dans cette th^orie, nous adniet- 
tons implicitement que la courbe ABCD ne soit coupee qu'cn deux points 
par les paralleles a i'axe des y, el la surface F 5= o qu*en deux points par 
des paralleles a Taxe des z. On voit assez comment il faudrait operer 
dans des cas plus compliques. 

S07. La decomposition du solide en prismes infiniment pelits par des 

27 



Les deux int'' 
^ * eiitre If 

re 



''•f 



' se pr^entc nalurellemcnl, mais 

^.'•^des ini^grBlions plus simples en 

_^ ^^ - ■^/nwition ; par ciempic, par dcs plans 

- ' ■' '^•^f'fiiindres Ac r^voluiion sulour de eel oxe. 

'a- ■' "faloe' Je volume compris enipc la sphere 

- " ' - "m •^' ■ * 1 

^ ;;.- -^ ,'-*•»' + «* = <»'. 

4«^ Krtical OPXHA dont la bnse est un demi-cercle 

,*.''' ^g temtat diam^tre. Le prismc ^Idmentaire compris 

■ *^ eairt deux plans ZOP', ZOP passsnt par OZ et fai- 

sant svec le plan XZ les angles 0, S + dd, et les 

cjlindres de rayons r, r + dr aulour dc I'axe OZ, a 

pour volume zrdrdQ, z ilaai I'ordonn^e veriicale de 

la sorfacc sph^rique qui vnut ^o' — r', et rdrdH 

exprimint, eommc on Ic voit sans peine, I'^lement 

plan qui sen de base ii cc prismc. Pour trouver la 

nme de (ous ces prismes, on int^rera I'expressioa 

»r rapport k r, entre les limiles r ^ o at r = a cos 9 

^adent aux deux extremit^s ct P d'une m£me tranche ; puis 



^ ^v ^^rcra le r^sullat par rapport k cnlrc les limiles d e= o et 9 = 



qui 



("'-O' 



valour de cctic inl^gralc entre les limitcs r 



■*■ <-7 



= o ct r = a COS 6 sera 



Lc volume clierclid V aura done pour expression 



"3 V*~' '^'3/ 3\.a~3/ 



En doublanl, on aura Ic volume loUl compris cnlrc IcpIanXY, Iccylindrc 
complct el In sphere. 
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Exercices* 
f . Calculer le volume V compris entre la surface 



le plan XY% et le5 plans «=:o, x=za\ y^^o, y^b. 

•. Volume compris CDtre la surface gauche qui a pour equation 

«=carctg— > 

X 

le plan XY, et les plans ^ = o, x = a\ y ^=^0, y=zb, 

[b l^ — a* 6* o« 

ab arc tg - -I 1, (a" -+- 6») I. 6 -+- — I. a 

Dans le cas particulier ou a = 6 = c, on a * 

TTC* 

v=— • 

4 
S. Volume compris cnlre la surface 

fl^« = cos « cos y, 
le plan XY, et les plans aEr=o, a;=-; y=o, y=-- 

It 

R. On est ramene a integrer 1. cos x dx entre o et - ; observant que 

z 

w T rr 

sin^ 



I 1. casxar=l 1. sin2;ax=-l 1. 

Jo Jo 2 Jo a 



dXf 



ct que 



$Z I f '^ . f^ 

1. sin 20? djc =r ~ I I. sin a; (io; == I I. sin x dx, 
o ^ Jo Jo 



on irouve sans peine 

TT 



J 



I. cos « dx = — - I. 2, et V = — 1. 2. 

2 ' Z 



41. Volume compris entre la surface 

z = c*^ COS {x •+■ y), 
le plan XY, et les quatre plans verticaux represeutes par Tequalion 



w = ±x±- • 
' 2 
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plans paralliles auz plans coordoiin^ se pr^sentc nalurellemcnt, mais 
i) y a des cas oA Ton est conduit it des int(igra(ians plus simples en 
adoptant un autre mode de decomposition ; par ciempic, par des plana 
passant par Taze des 2, ct des cylindres dc rdvolulion autour de cet axe. 
Supposons que I'oa veullle evaiuer Ic volume compris entrc la sphere 

X* ■*• y* •*- z* ~' a*, 
Ic plan XY, cl le cylindre vertical OPXMA dont !a base est un demi-cewle 
dccrit sur le rayon a eomme dJam^tre. Le prismo dl^mentaire compris 
cntre deux plans ZW, ZOP passant par OZ eL Tai- 
sant avec le plan XZ les angles 0, + dB, et les 
cylindres de rayons r, r -t- dr autour dc I'axe OZ, a 
pour volume zrdi'dB, z ^lant rordonn^e veriicale de 
la surrace sph^rique qui vaul |/o' — r', el rdrd^ 
exprimant, comme on le voil sans peine, I'^Slement 
plan qui sert de base i cc prismc. Pour trouver U 
liiniie de la sorame de lous ccs prismes, on int^rcra I'expression 
j/a* — r* rdrd% par rapport k r, entre les limites r = o el r^a cos B 
qui rdpondent aux deux extrrmit^s el P d'une m^me tranche; puis 

on integrera le r^sultat par rapport & Q cntre les limiles 6 ^ o et 6 = — qui 
rtJpondent au plan XZ ct au plan YZ. Comme on a 



("' 



r')« 



la valeur dc cclic inl^gralc cntre les limiles r = o ct r ^ a cos 6 sera 

333''' 
Le volume clierclie V aura done pour expression 

V =— (■'(i— sin»e)d9=— (*(!— sine-Hcos'esinQdS) 
3 Jo 3 Jo 

""T\a~' "^3/ T\2~3/ 
Bn doublant, on aura Ic volume total compris cntre Ic plan \Y, le cylindre 
complcl ct In sphere. 
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Exercices. 

1. Calculer le volume V comprts enlre la surface 

czssy \/a* — »•; 
]e plan XY, et les plans 9;=:o, « = a; y = o, y=b. 

•. Volume compris cutre la surface gauche qui a pour equation 

y 
2r=carctg-> 

X 

le plan XY, et les plans it = o, x=:a\ y=»0| y = 6. 

06 arclg - -I 1. («• -+- 6*) I. 6 H — I. a 

Dans le cas particulier ou a = 6 = c, on a * 

V=— • 
4 
s. Volume compris cntre la surface 

e"* = cos X cos y, 
le plan XY, et les plans aj = o, » = -; y^o, y = -- 

R. On est ramene a integrer 1. cos « cfa; entre o et - ; observant que 

ir T TT 



$2 f 2 I fa sin 29 
1. cos X Jr = I 1. sin a; djf r= - I 1, cte, 
o Jo ^Jo * 



ct que 



f 2 I f '^ . f ^ 

I 1. sin2«dK = -| 1. sina;£b=:\ l.sinar^fx, 

Jo * Jo Jo 



ou trouve sans peine 

TT 



5 



I. cosxetx = 1.2, et V = — 1.2. 

2 ' 2 



FO 

4. Volume compris enlre la surface 

z = «*">' cos (x -+■ y), 
Ic plan XY, ct les quatre plans verticaux representes par Tequatton 



y=^±x±-' 
2 

It It 



•. Volume compris eotre le ptrtboloide eogendrr par la Kvolntion de la pinlnle 
:■ = 2px iDiour de I'axe iea x, Its ptius SZ, XY, » = a, et It eyUadrt Terticil 
y'=2j>'*(p'<P)- 



= J [^^0^^)+ ;. arc .iD y/?; J- 



•.U^eprobJ^e.lceyliodreverLicileUnl remplic^ par le plan vrrticaly = 

It. V = -mi«c. 
32 

a, Calculcr le volume UAOBC comprti, dans I'eltipsoidc 



ctiire la itirrace, \ei plaui coordoDiies, et le plan ABD mene par les tommeta A, B its 
•ie» a, b, panllclcmeDl k J'axc e. 

«. e. . id ^ 

C'esl la hulliime partle do volume qui reste lonqne I'm 

Mope UQ ellipMide par quaire plaus paralletca h no mtmt aic 

cl passant chicuii par deui lommels adjauaU Hon situea sur cet axe. La samnK del 

qualre solides rotraDch^s vaut douc (8 — 5I/3). 

S. Volume loial V cumpru mus la surface qui a pour equalion 

R. La partic comprise daos Ic triidre des coordonnfes positives est le tj" du volume 
total. On a 

^i I'on pnse, pour raciliEcr It premiire iutiigratioti, 

ou (rourera 

V = -^mi«. 
35 
•, CalculiT Ic lolunic coinpHs cutrc la spbire qui a pour equatiou 

Ic plan XY, ct Ic cylindre veitical rcpreseol^ par I'^quatioti 
»' (I' ■*- y'i - 0' (*■ - s') = o. 
R, Ell employaiit les coordoiitices polaircs r ct 0, ou trnuvc 



»=f(l--> 



!•, McooDlrer que, si I'on npporle les pointi de I'espace atix coordoriDees polaii 
r,s,<ji, levolamecompris sous uue surface fermdc r=f[9,^), Icpdlcclant dans I'lnl 
rieur de ta gurface, a pour exprmsioQ 



"=51 "♦So" 



§ 'i. QL'ADRATCRE DES SURFACES COtRBES. 

S49. Supimsons qu'il s'agisse d'vvaliier I'aire oomprisr, siir unc sui-rncc 
donn^e par son ^qunlion en coordonnccs recta ngulai res 

dans I'int^rieur d'ua contour ferra^ A'tfC'D', qui se projelle, Gur Ic plan 

XT, suivant un contour ABCD. Nous d^com- 

poserons celte aire en bandcs infiniment 

etroilGS par un syslime de plnns parallMes i 

YZ; soil STT'S' la projection d'une de ces 

bandes sur le plan XY. Puis, noue d^com- 

poscrons chacune de cea bandes en ilimenta 

infiniment petils MNN'H' par des plans parai- 

\iles an plan XZ, en sorte que la projection 

Pa^ d'un de ces ^Mments ait une aire egale 

au produil AjcAy des distances de deux plans 

cons^cuiirs de chaque systeme. Imaginons un polycdre inscrii, dont Ics 

facettes triangulairea aienl pour sommeta ceuiideces6l^nicnia; Ics focettes 

MNH', H'NN' de ce polycdre font ^viilemnient des angles iniiniment pctits 

avec le plan tangent k la surface en H, et par suite, cllcs Tont avec le 

plan XY des angles qui dilT^rcnt inriniment peu de I'angle v cnmpris entre 

ce plan tangent et le plan XY. Dc I^ nous concluons 

4xAy = (liww + iriw)cosv, mw -t-Wm' ='^^ , 

en ndgtigeant unc quantity infiniment petite par rapport h I'^l^ment de 
surrace. La snmme des aires des Taccttes comprises entre leg deux plans x, 
x-hAx, cntaissantdecdt^la premi^rectladernierequcronpeut ndgligcr, 
aura pour expression, aux infiniment peiits pres d'ordre sup^ricur, 
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yo et yt ctarit Ics ordonndes des points T et S qui r^pondenC k Tabscissc x 
dans Ic contour ABCD, ct x restant constant dans ccitc integration. Soient 
Xo et Xi les valeurs de x qui r^pondent aux points A, C, limites du contour 
ABCD dans Ic sens de l*axe des x; I'int^grale 

(I) s^rdx^'^ 

ho ho c^s V 
repr^sentera done la limite de la somme des facettes du polyidre inscrit 
dans la portion de surface limitee par Ic contour A'fi'C'D', c'est-inlire, 
d'apris la definition donn^e au n" 999, 1'aire S de cette portion de surface. 
L*angle v n*est autre que Tangle aigu form^ avec Paxe des z positifs par 
la normale k la surface au point M (t, y, z). Si done on ddsigne par p et 9 
les d^riv^es particlles de z par rapport kx eijfy tiroes de IMquation de la 
surface, on aura, d'npris les formules du n"" ISO, 



cos V = 



^1 -t-p* -♦- 7* 
et Tequation (i) pourra s*<!crire 

(2) S == C' d« (^' dy i/i+p*-*-9«. 

J^o ho 

La forme du contour ABCD est arbitraire ; s*il se r^duit k un rectangle 
dont les cAt^s sont paranoics k OX, OY, yo et yi seront des consUintes 
donn^es, comme Xo etxi; s*il se compose de deux arcs de courbes difie- 
rentes, tcrminds k deux droitesparalleles li OY,yo ctyi seront des fonclions 
de X tiroes des Equations de ces deux courbes. Si Ton a k ^valuer Taire 
totale d*une surface fermde, ABCD sera la base du cylindre vertical cir- 
conscrit k cette surface, ct A'B'C'D' la courbe de contact de ce cylindre 
avec la surface; elle pnrtagera celle-ci en deux parties que Ton dvaluera 
s<5pardment. 

S09. D*apres ce que Ton a tu, pour l^itimer notre definition de Taire 
d'une portion de surface courbe, il faut que la surface du polyedre inscrit 
tende vers une limite fixe lorsque ses facettes tendent vers z^ro, et que 
cette limite soit independaute de la forme et de la loi d'inscription 
des facettes. Or, c*est ce que la formule (2) ^lablit, au moins pour Ic 
syst&me de polyidres k facettes triangulaires que nous avons choisi, car 
cette integrate double represenle une quantite determinee, dc quelque 
maniire que Ax et Ay tendent vers z^ro. Supposons maintenant que Ton 



_ 37S — 

inscrive dans la portion de surface A'B'C'D' un poly^re, & facfitles infini- 
ment petiles dans tous les sensi, mais de forme quelconque. Si par tes 
armies dc ce polycdre el du poly^dre primitif, on mcne des plans perpen- 
diculaires au plan XT, ces plans partageront ^videmment tes surfaces des 
deux polyMres en ^Ii!menEs plans, infiniment peiits daos tous les sens, 
qu! auront deux h deux les m^mes projections sur Ic plan XT. De plus, les 
plans de deux ^l<!nients de m^me projection e font avec le plan XY des 
angles inRniment peu dilTerents, puisque I'un et I'auire sont infiniment 
peu inclines sur les plans tangents & la surface en des points infiniment 
voisins; les aires des dl^ments eux-m^mes sont done Agates deux A deux, 
en n<!gligeant des quantit^s infiniment petiles par rapport It ces aires, et, 
par suite, les limiles de leurs sommcs Fespectives*sont rigoureusemeot 
^ales, C. Q. F. D. 

On pourra done adopter, pour les facettes infiniment petites du polyidi-e 
inscrit, telle loj que I'on Toudra : on (rouvera tou- 
jourslam^mevnleurpourl'airc de la surface donn^e. 

Sift. Cherclions, comme application de I'dqualion 
(i), t'atre OADB limilee par lee plans x=o, x=a; 
y = Oj y = ^> sur la surface coniquc 

«' = axy. 
Nous avons ici 

^v~y-> «? = a;, 

, J !C* -t- y* ->- z' 3C* -4- y* -t- 2^^ {x + (/)• _ 

r f» . f 6 a; -I- y . if" /—, f * rfy i f" dx f 6 - — ;- 

ou, en elTectiiant Icfl inldjjralions. 

Si Ton voulnit calculer la portion de cette m4mc surface limil^e par les 
axes OX, OY, et le cylindre Terlical 

on ferait dans la formule g^n^rale (2), 
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on aurail done 



-^f:(->/0^^-'r''i:(-v/0"^.' 

ouy tout calcul fait, 

S=i^(a^6), 

911 • II est sou vent plus avantageux, comme nous Tayons tu i Toccasion 

des volumes, do decomposer la surface en elements par des plans passant 

par Taxe des z, et par des cyllndres de revolution autour de cet axe. 

L^ei^ment infinitesimal de Taire cherchee, compris entre les cylindres de 

rayons r et r h- dr, et les plans d'azimuts 6 et -4- M^ sera evidemment 

exprime par 

rdrM 

eosv 
et Pairc elle-meme par Tintegrale 

*r^ r dr 



(3) S = C*'rf9( 



9 



r^ cos V 

etant constant dans rintdgration relative a r ; ro, ri etant les valeurs de r 
qui r^pondent k un m^me angle 9 sur le contour ABCD ; Oo et 9| les angles 
polaires correspondant aux rayons vecteurs extremes. On pourra rem- 
placer cos v par sa valeur, apris avoir exprime les ddrivees pnrtiellesp et q 
en fonction des variables r et G (§1). 

Soit li ^valuer Fairc de la surface sphdriquc 

X* -*- y* -♦- z' = a* 

dans rinterieur du cylindre vertical OPMA (v. la fig. du n* M7), qui a 
pour base, dans le plan XY, le demi-ccrcle d^crit sur un rayon dc la sphere 
comme diamitre. La normale se confondant ici avec le rayon de la sphere, 
on a evidemment 



z l/a* — r* 

C0SV=:-=^ . 
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ISxprimaDt en coordonn^cs r et 9 Tcquation du cercle de base, on voit 
aussi que 



Done 



Ensuite 



2 

rri rdr (fi rdr ,, . ^. 

Jo cosv Jo |/o» — r« 

S=.a«(^(i— sinejde^a'^"- — 1\ 

En quDdruplant ceUe expression, on trouvera, pour Taire lotalc deta- 
chee de la surface sph^rique par le cylindre complet, 2a* (tt — 2). 

Sf 9. D'autres modes de decomposition de la surface en ^Idments infi- 
niment petits conduisent parfois, selon la nature du probleme, k des r^sul- 
tats plus simples. Considdrons Tellipsoide i trois axes inegaux 

pourlequel remploidesformulesg^ndrales donnerait une intdgrale double 
assez compliqu^e. Tra^ons sur la surface le lieu des points (x, y, z) pour 
lesquels cos v a une valeur constantc u. D*apris les formules du n* ISO, 
ces points satisfont l I'^uation 






ct, en eliminant z' enlre cette Equation et cclle de rdlipsoide, on aura, 
pour la projection du lieu de ces points sur le plan XY, Tequntion 
x" g* — (g* -- c«) ti« y« 6* ~ (h* — c«) ti* _ 
g* I — 11' 6* I — 1#* 

C'est une ellipse dont les demi-axcs, en posant 

o* — c« = g»*% 6« — c» = 5«it'S 
ont pour expressions 

a|/i — u' 61/1 — ti* 

/i — A»M» ' j/i — fc'«g« 
ct dont Taire E est, en consequence, donn^e par Tdqualion 



E=:7ra6 



I — u' 



|/l— /f*M*|/l— it'«M« 
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Si Ton decompose la surface dc rdlipsoideen zones infiniment ^troites 
par ces coarbes le long desquelles u est constant, la zone comprise entre 
deux courbes correspondant aux valeurs i/, « + rfii du parametre aura 
pour projection, sur le plan XY, la couronne elliptique dE qui r^pond a un 
accroissement du du parametre u, D*aillcurs, pour tous les ^Uments de 
cette zone, cos y est constant et ^al h u ; I'airc de la zone clle-m^me est 
done dgale & rfE : u, en n^gligeant des quantites d'ordrc supcrieur. Faisant 
la somme des zones qui r^pondent aux valeurs de u depuis i jusqu^a z^ro, 
on aura ^videmment la surface de Tellipsoide situ^e au-dessus du planXY 
et^ en doublant, la surface totale sera 

idE 



— .(^^ 

Jo w 



Or, nous avons 

dE_E CEdu 

u u J tt* 



$ 



el, en posant A = y^i — A*tt% A' *= j/i — A'*a*. 

E du nab du nab du 
1^ "° tt*AA' AA^ * 

D*un autre cdle, on trouve facilement que 

, AA' A«A' _, A^'A ^ A A' _, k^^' . A . 

ti A A' u' A tiW 

AW du k^du , 

" A u'AA' "*" AA' ' 

d*ou, substiluanty 

Edu r AA' k*^' . Lu^^l 

t«* L ti A ^ »«* J 

et, par suite, 

D*apris cela, I'expression de la surface totale de Tellipsoide dcvient 

On voit sans peine, en rempla^ant A'A" par sa valeur et faisant 
successivement u=o, u=si^ que le premier tcrme est ^al a 
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27ra6 \/i — ** j/i — it's oil, ifc et ik' ^tant rcmplaces par leups valciips, 
a 27rc'. On a done, cnfin^ 

Ces deux quadratures dependent des inldgraleselliptiques de premiere et 
de scconde espice; on les y ram6ne imm^diatemcnt en posant iM=sin 9. 



JE'xcrcice5. 

fl. Calculer Paire de la surface qui a pour equation 

:; = e arc tg - » 
comprise entre le plan XZ, le plan YZ, et le cylindre vertical «■ + ^* = a*. 

R. s=^r4/?T^+ciYi±^^s^i. 

9. Le paraboloide 2i axe vertical 

;? = — + -. 
2a 26 

est coupe par une surface spherique de rayon c qui est, conime lui, tanf^ente au plan XY 
a rorigine. Determiner l*aire de la portion de surface spherique comprise dans la courbe 
d'intersection. 
R. L'application de la formule (3) conduit & Pequation 

S = 47rc |/a6. 

S. Aire du paraboloide elliptique (ex. 2) limitee par le cylindre vertical & base ellip- 
tique qui a pour Equation 

»■ y* 

R. S=?tra6(3«- i). 
3 

4. Les points d*une surface fermee ^tant rapportes aux coordonn^cs polaires ordi- 
naires r, 0, ^, le p6Ie etant a Tint^rieur de la surface, et P ^tant la distance de ce 
pole au plan tangent & la surface au point (r, 6, 4>], la surface totale aura pour expression 

1 . . » r» sin 9 d9 

9 



f27r TTT 

=1 '♦L 



P 

•• L*equation d'une surface dtant donn^c sous la forme 
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en decomposant la surface en qaadrilat^res infiniment pelils par les lignes uzzzeomt.^ 
v = eon$L, on troaye pour Taire S comprise dans un contour ferine, 

J J ^ Wvdv dudvj \dudv dudvj \dudv dudvj 

Ie5 liniites des int^ales se rapportant aux limites du contour. 
•. L'aire totale de la surface d*elasticit^ 

(«• -♦- y« -4- :«•)• — (<i V ■+- l^u* -+- c"x*) = o 

est ^le 1 celle de rellipioide dont les demi-axes sont 



be ea ab 



R. Poor demontrer ce tb^r^me, on calculera Pairc de la surface d*elastictte par la 
fonnulc dc Tex. 4, et celle de I'ellipsoide par la formule de Pez. 5, en posant 

be , CO . . ob 

« ss — sm tc cos V, y = -r sin « sin V. a = — cos «. 
a 6 ' c 

9. Une courbe trac^ sur la sphere de rayon x, etant d^finie par une equation entrc 
les coordoonto |» ct w (cb. XX, ex. 4), Taire spb^rique comprise cntre cette coarbe et 
deux rayons p» et p, qui repondent aw=:o eiiw, a pour expression 



=-£ 



cos p dot. 



Si la courbe est fermce et le pdle A int^rieur, 9» = 2Tt donnera Taire toCale. 
•. Appliquer cette formule i la fosodromt'e tpMriqve, qui coupe le rayon p sons un 
angle constant. 
R. L*^qualiou de la courbe est 

tg?=e*«. 
L*aire terminee aux angles « = o et o» a pour valcur 

b = w -4- 7 I. • 

k 2 

•. Appliquer la ro^me formule k la quadrature de Tcllipse sph^rique (cli. XX, ex. 2). 
R. Prenant pour p6le le centre de Tellipse, et comptant Tangle m a partir da grand 
axe ; d^ignant par a, ^ ks demi-axes de la courbe, on aura 

a=z. 9 = ct, cos a = cos /i cos c, fl;=:sin^G0S«, y^cos/», 

el Pen transformera sans peine Tequation de riellipse spberique en cellcs-ci : 

cos* 6) sin'w I cos*w sin'w X 

sin* a sin* /i sin« p Ig* a Ig* /3 tg* p 



O'ou Too tirera, en ponnt 
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t«.=gjtg.. 



S^^29r — 



tgii [^ df I 

4*"^ cos a I ■ _ . , 

J Q SID* a ^ 



pour ['expression de Taire lotale de Tellipse spherique. 



CHAPITEE XXXV. 

CALCUL APPROCH6 DES INTfiGRALES D]£FINIES. 

919. Beaucoup de problemes de g^om^lrie, de physique ct dc m<^ca- 
nique appliqu^e conduisent k cherchcr ]es valeurs d*integrales deHnies, 
dont Pexpressioo rigoureuse ne saurait 6tre obtenue par les methodes 
exposees pr^cddemment. II arrive mdme que la fonctioa sous ]e signe J 
n*es( pas donn^e par son expression analylique, et que Ton n*en possede 
qu'une suite de valeurs correspondant h des valeurs assez rapprochdes 
dc la variable (comme lorsqu'il s'agit de calculer Taire de la section d'un 
cours d*eau). On doit done recourir a des methodes permcttant de calculer 
la valeur de Tinldgrale ddfinie avec une approximation suffisante^ et Ton 
a dtabli dans ce but diverses formulcs, ou Ton s'est propose d'obtenir la 
plus grande approximation possible avec le moins de calculs possible. Nous 
donnerons ici seulement la formule de Simpson^ comme rdunissant ces 
deux conditions et dtant d*un emploi trcs-commode. 

914. Remarquons, d*abord, que Tint^rale ddfinie 

f(x) dx, 



i 



a et 6 etant des quantites donndcs^ represente Taire de la courbe plane 
qui a pour Equation, en coordonndcs rcctangulaircs, y ^^ f(x)y terminee 
aux ordonnees qui rdpondent aux abscisses a et 6. Les considerations qui 
conduisent & une valeur approchec de cette aire plane fourniront done aussl 
une valeur approchec dc I'intdgrale proposde. Cela posd, soit PoMoMt^Ptn 
I'aire dont il s'agit. Partageons la portion PoPt« =6 — a de Taxe des x 
en un nombre pair 2n dc parlies cgulcs Aor, ct par les points dc division 
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Pr, Pti Pi>-- <!levoDs les ordonn^es corrcspondantes M|P|, HtPi, M|P|..., 
qui partngeront cetle aire en zn segmcots, d'aulant plus petils que ft sera 
plus grand. Solent yoE=Hi>Po, yi E=H|Pi,...yi,=BMt.Pi.. Consid^rons 
deux segments cons^cutifs PoAlgMiPi, PiMiMiP* ; la methode de Simpsoo 
consisic ft rcmplacer, daiis IVTalustion de la sommedeccss^mcnlB, Tare 
de courbe HoHiMi par un arc de parabole passant pnr les points Ho, Mi, 
Mt, et de plus, tangent en Hi i uae droitc parallMe a Is corde HoH|. Cell 
est toujours possible, car si Ton prend 
cetle tangente et Ic diam^tre correspon- 
dant M|P| pour axes coordonn^s, Tcqun- 
tlon de la parabole devra iire de li 
Torme x* = 2px, et en detcrminnnt p de 
mani^re & faire passer la courbe par le 
point Ht, elle passera aussi par le polal 
Ho, et remplira loutes les conditions. 
Or, si Ton admct que cette parabole se conronde Bensiblemenl arec Is 
courbe eiilre M, et Ht, ce qui aura lieu si Ax est sssez pclit, I'aire 
PoHoHiH|P« se composera de deux pardcs, I'airc du trapeze PoHoNMiP> 
qui est dgale ii 

A^(y» + yt), 
ct celic du s^ment parabolique MoH|H«N, egalc, d'apres le n* 97S, am 
deux tiers du parall^logramaic construil sur la corde HoHi ct sur la flcclie 
UiN, c'eslra-dire k 



- 2Ax f y. -?-_^ »=_(4y, — 2yo - ay, 



En cvuluant de m^me les Gou|<lesdesegmenteP|HiHtP4,... parlasub- 
stilulion d'arcs de paraboles aux arcs de courbe, et faisant la somme de 
lous les segments, on trouvera 



ou cnlin, en observant que b — a ^ 2hAx, 

rb 6— o 

l^ /•(jc)(ic=_^— (y„-H45. + 2^, + 4y,-t-.-- + 2y,._,+ 4y.^, +y,.). 
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Telle esl la formulc de Simpson. On pourrait, par remploi de la formule 
de Taylor, determiner Ics limites de Terreur commise lorsque Ton prend 
un nombre donn($ 2n de divisions, mais Fapplication de la Tormule de 
Simpson au calcul approch^ d'inl^grales definies d6'}k connues suffira pour 
convaincre de son exactitude. 

£xercice.%. 
«. Calculer, avec dix divisions, I'lntcgrale 



i; 



R. On a ici 

'^^*'~i"+T«' Ax = o,i; yo = i; yt=0;990io; y« = o,96i54; 

y» = 0,91743 ; yi = 0^6207 ; ys "= o,8oooo ; y. = 0,73539 ; y, = 0,671 14 ; 
y« = 0,60976; y9 = 0,55249; y,o = 0,50000. 

[yo -♦- yio = ii5] -♦- [4 (y t -h y» -+- yj -h y? -h y.) = 15,72464] 
-♦- 12 (y« -♦- y4 H- y« -I- yt) = 6,33732] = 23,56196. 

log — = - 2,5228787 ; log 23,56196 = 1 ,3722120. 

, [^ dx fi dx 

>°8 3^ TTi^ = °>»950907 - 1 ; \^ j-^:^ = 0,78540. 



JO 

Erreur commise 0,000002.... 
•. Calculcr^ avcc diz divisions, Tinlegrale 

I dx 

R. 0,69315, errcur < 0,00001. 
. Calculer, avec dix divisions, Pinlegrale 

20 



S: 






log ardx= 11,6776552. 
10 

R. La formule donnc 11,67765, erreur ^0,00001. 
41. Calculer, avec dix divisions, Pintegrale 



-l—^ cte = g I. 2 = 0,27219826. 
R. 0,27220, erreur < 0,00001. 



LIVRE CINQUIEME. 

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 



CHAPITEE XXXVI. 

DfiFINlTlON ET GfiNERATION DES EQUATIONS DIFFfiRENTIELLES. 

91ft. L'objet du calcul intdgral, ainsi qu'on I'a vu au a* 915, est de 
remoDter, des relations donates entre les variables et leurs diSerentiellcs, 
aux relations qui existent entre les variables elles-m^mes. On nommc equu' 
tions diffirentielles ces Equations qui renferment li la fois les variables et 
leurs diffiircntielles : celles qu*on en d^duit entre les seules variables, se 
nomment leurs intigrales.Lc problime de I'int^ration presentc difierenls 
cas, que nous dtudierons successivement : i"* Deux variables x et y peuvent 
£tre li6es entr^elles par une Equation renfermant la deriv^e dc y par rap- 
port a X : c^est ce que Ton nomme une equation differentielle du pre- 
mier ordre. Elle est de la forme 



^(^'^•2)=°- 



Si la d^riv^e de y n'y entre qu*li la premiere puissance , auqucl cas Feijuji- 
lion se ramine i la forme 



?.=«.. ,V), 



Tequation est du premier ordre et du premier degre. La fonctiori fpeui 
ne pas renfermer y ; la deriv^e de y est alors donn^e en function de x seul : 
on rctombe sur Ic problime que nous avons traite au livre precedent 
2"* Si rdqualion dilKrenticUe entre x et y renfcrmc des dcrivdcs d'un 
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ordre sup^rieur au premier, soit n I'ordre de la plus haute deriv^e qui y 
entre : I'^quation diil^rentieUe est dite de Vordre n. Elle est de la forme 



f{<^ « ^y '^'y ^'y\ 



o. 



3* Enfin, plusieurs fonctions d*unc mdme variable inddpcndantc peu- 
vent dtr^ d^finies par uo nombre dgal d'^qiiations renfermant, avec les 
yariableSy les d^rivdes de ces fonctions jusqu*ii un ordre quclconquc. On 

alors un systhme (^equations diff^eniielles simultanies. 

Outre CCS Equations dans lesquelles les variables dependent d*une seule, 
et que Ton nomme Equations difff^rentielles ordinaires^ il en existe d*au- 
trcs, determinant une fonction de plusieurs variables ind^pendantes par 
une relation entre ses diffi^renticlles toiales ou partielles et les diff^ren- 
tielles des variables. Nous ne nous en occuperons pas ici. 

SI 6. On pout concevoir la formation des Equations diffdrentielles d'uae 
manicre qui jette certaine lumiire sur la nature de leurs inl^rales. Soit 

(I) F(x,y, C) = o 

une equation entre deux variables x,y, renfermant en outre une constante 
C. L'equation que Ton obtient en differentiant la pr^c^dente, 

dF dF dy 

dx dy dx ' 

renfermera encore, en general, la constante C; mais si Ton ^limine G entre 
les deux Equations, il en rdsultera une troisieme Equation 



^(*'y'S)= 



qui renfermera la derivde dey, mais sera independante de C. Cette equa- 
tion aura done lieu entre* x, y, et -p » ind^pendamment de toute valeur 

particuliere attribuee h la constante C dans T^quation (i); en d'autres 
termes, elle exprimera une propri^t^ commune h toutes les courbes que 
Ton ddduit de Tdquation (i), par la variation du parametre C. Par excmplc; 
Tequation 

y» — 2Cx — C* = o 
donne par differentiation 






dx 

28 
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et relimination de C conduit k requalion diff^rcntiellc 

k laquelle satisfont toutes les paraboles comprises dans I'^quation primi- 
tive et correspondant aux diverses valeurs de la coDStante arbitraire C. 
SI 7. De la m^me manierc; si Ton a une Equation renfermant deux 
constantes arbitraires 

F(x,y,C,C') = o, 

en la diff^rcntiant deux fois de suite, on ^liminera C et C entre les 
deux nouvelles Equations et T^quation primitive. On formera ainsi uae 
Equation 

qui sera du second ordre par rapport a y, mais qui ne d^pendra plus des 
constantes C et C 

Et en general, soit F(x, y, C, C% C",...) «=» o une Equation entre xety 
renfermant n constantes arbitraires. Joignant k cette relation les n Equa- 
tions qu*on en d^duit par n differenliations successives, on aura n+i equa- 
tions entre lesquelles il sera possible d*dlimincr lesn constantes C,C',C",.* 
On formera done une Equation di£ferentielle de Tordre n. 






ne renfermant plus ces constantes, et k laquelle satisfera toute fonction y 
de X determinee par I'Equation primitive, quelques valeurs qu'on attribue 

On arrive done a cette conclusion importante : une Equation entre denx 
variables x, y, renfermant n constantes arbitraires, peut etre remplacee 
par une Equation differentielle de I'ordre n, qui a au moins la mtmt 
gEneralitE, et ne rcnferme plus aucune de ces constantes. 

Nous dcvons done nous attendre k voir reparaitre, dans les integrales 
des Equations difiTErentielles, ces constantes arbitraires qui ont disparu 
par Elimination. 

Zt9. L'Elimination de n constantes entre une Equation ct ses n pre- 
mieres dErivEes peut Evidemment se faire de bien des maniercs difTerentcs; 
mais, quelle que soit la voie suivie pour opErer ce calcul, I'Equalion dilFi''- 
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rcntiellc finale sera toujours la m^me. En elTet, considdroDs par exempic 
une equation F (x, y, C, C) <= o qui renfermc deux constantes arbitraires 
C ct C^ et d'ou Ton d^duit Tequation du second ordre 



^''^'1' S)=°' 



Si Ton prend pour x une valeur delermin^e, on pent encore choisir 
arbitrairement les valours correspondantes de y et de D«y lirees de I'^qua- 
tion F = o, puisqu'il suffit de satisfaire k deux Equations au moyen des 
indetermin^es C et C. Mais, une fois C et C d^termin^, I'equation 
F=3 determine completement la fonction y de la variable x, ainsi 
que ses d^riv^es du premier ct du second ordre. Ainsi, la valeur de D||iy 
se trouve completement d^terminee lorsque Ton se donne les quantites x, 
y, D«y, qui peuvent d*ailleurs ^tre choisies arbitrairement : elle est done 
une fonction d^termin^e de ces quantity, et I'equation 



{''^'t' S)=°' 



qui exprime la relation entre ces quatre quantites, ne pent, quelque 

forme qu'elle affecte, conduire qu'a une m^me expression de -r-^ • 

dx* 

Ce raisonnement s'^tend sans difficulte k une Equation renfermant n 

constantes arbitraires. 

Exercices. 
fl. Eliminer C de Tequation 

y=c»+i^i+c«. R. y=*%+\/ ^+%- 

9. Eliminer C ct C de Tequation 

d*y dy 

y — Coc* — C'as = o, U. «*-r-r— 2«:r-+-2y = o. 

dar dx 

S. Eliminer les constantes C et C de Tequation 

d^ dy 

a?y=Cc«-+-C'r-*. R. !B-\-k-2- »y = o. 

dar dx 

4. Former Pcqualion diflTereutiellc du trotsieme ordre entre les coordonnees redan- 
gulaires d*uu cerclc dc centre et de rayon quelconqucs. 
R. L'cquation du ccrcle etant mise sous la forme 

(X - C)« H- (y - C')« = C"«, 
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reliminttion des »rbitraires C, C, C" conduit ■ reqaatioo da Iroisiime ordfc 



f ^\d^_ dy/d»y\ 
ft. ^liminer les consUDtes arbiCraires C, C^, a, a\ de TiSqiialioa 
R. On obtient T^quation diff^reotielle du quatricme ordre 

dx^dx* [dj*J j'^dx\da^d3^ dx dx* J "*" d9fi ^dm dtfi \^^J J^ 

•. Former Tcquation diff^rentielle du 8^* ordre k laquelle satisfoot toates les lignes 
du second ordre 

Cy« -♦- C'«y -♦- C'V -4- C'"y -♦- O^x +1 = 0. 

/d^yV d^y dh/ d^ d*y ^^Y 



y 



CHAPITEE XXXVII. 

EXISTENCE ET PROPRlfiTfeS DE L'INT6GRALE D'UNE fiQUATION 
DU PREMIER ORDRE ET DU PREMIER DEGRfi. 

KtO. Consid^rons en premier lieu une Equation differcnliclle de la 
forme 

(I) S=^<^'»)' 

et avant de nous occuper des proc^des d'int^ation, chercbons si el]e 
admet une intdgrale. Au point de vue analytique, ]'<^quation (i) foumit 
Texpression de la dcriv^ed*une fonction inconnue^ au mojen de la variable 
ct de la fonction elle-m^me, et il s'agit de remonter de cette relation i Tex- 
pression m^me de la fonction. Au point de vue g^ometrique, ou Ton con- 
sidere x et y comme les coordonn^es reclangulaires d*une courbe, Tequa- 
tion (i) donne la direction de la tangente k la courbe en fonction des 
coordonndes du point de contact, et Ton doit tirer de \k le trac^ de la 
courbe. Or^ cette construction pent se concevoir comme il suit : 
Pour une valeur Xo de la variable, assignons & y une valeur arbiiraire y* 



(3) 



et admeitons que,^pour touies lea valeurs de x depuiszo jus<fii'ii une 
valeur donate x, et pour loutes les valeurs possibles de y, les fonclions 

restent eontinues, k determination simple, et Dum^riquemenl inKrieures 
k des quantity doan^es A, B, C. Concevons que Ton passe de x« ft a: par 
une suit« d'accroissemenls infiniment pelits ho, hi,..., hn-i, ct que Ton 
calcule successive men I les accrnissements correspondants de y, k partir 
de ya, par la formule 

On obliendra ainsi une suite de points Jllt{xo, yt), Hi(xi,yi), 
M,(i„ i/»),..., M,_i{x,_i, j,^i), M(x, y), bien d^termini's, pnisque Ton a 
f, laxo+Ao, Xt^x, + hi,..., a;=x,_i -t-hn-,; 
'y*-*-f{^o,yo)'*o< y^=y,-t-IXx„y,)h„..., y=i/^.+-/'(j'..„j.-,)A._.. 

£tant joints deux k deux, ces points formeront ua polygonc inrtnil^simal 
H«HiM|...H^iU dans Icquel le coeffi' 
cienl anf^ulaire d'un c6ii quelconque sera 
donn^ par I'^qualion (2), ct, lorsquc les 
divisions ho, Ai... de Taxe des x lendront 
vers z^ro, n croissant ind^liniment, ce po- 
iygone tendra k se confondre avec une 
courbe d^tcrmin^c, saiisfeisant k I'^qun- 
tion diS^renticIle(i).* 

Z9Q. Pour le d^montrer, admettons 
d'alwrd que Ton partage un ^l^menl quelconque hi en un nombrc 
quelconque de parties plus petites, designees en general par E, et caictilons 
la Tiiriation Jy,.,., ^ Hj^ifi qu'eprouvcra, par suite de cetle operation, 
I'oi-donniic y.+i qui rdpond k rabscissex,-^i. Cummc on passe du point Hi 
au point fi par line suite d'operations semblables aux operations (3) qui 
nous ont conduit du point Ho an point H, on aura <!videmment 

{4) yi+t + Jy,>, = y, + lf{xi ^- «, yj + p) . e, 

xi+a, y<+^ ^tant les coordonn^cs d'un sommct quelconque dc 
polygone conslruit entre Xi et Xivi. II suit de lii que Ton a 
(y(i.i ■*■ 5yi+,) — yi < ^A: = Ale =■ \hi. 
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le signe d'inSgalite se rapportant, comme dans tout ce quisuit^aux valeurs 
absoluesdes quantites. £t comme le m^me raisoniiement s*applique d /br- 
tiori aux diverscs ordonnees comprises entre yiei yi^i^on a n^cessairement 

« < A., (3 < AA„ 

d*oii il suit que a et (3 seront infiniment petits en m^me temps que hi, 
D'apris cela, on aura par la formulede Taylor 

f{xi -4- a, yi -4- P) =» /;• -4- <pia -4- ^,^ (0, 
et l*dquation (4) donnera 

yi+i -+- 3y»+i =y,- -♦- fihi -4- 2(9,a -4. ^ipi)tf 
d'ou, comme on a, par les Equations (3)^ yi^i =yt 4- /i-A,*, 

dyi^i a Ze ((p,a -4- vpiP) = A,- e^ (<p,a -♦- i|;ij3) < A,- (BA.- -♦- CAfc), 
d*ou enfin, 

(S) ay.+,<AiMB-HCA). 

S9t . Apr6s avoir ainsi d^termin^ une limite sup^rieure de iyi^i, cal- 
culous Ics Tariations qu'^prouvent, par suite de la variation de y»+f, les 
ordonnees suivantes yi+t^..*, y, et les directions des cAt($s du polygene k 
partir du point M,*4.i. La variation d/i>i du coefficient angulaire dn cdt^ 
Mi.f I Mi+iy produite par la variation dyi^i de I'ordonn^e du point Mi^i, a 
6vidcmment pour expression 

d/;+, = ^ {xi^i, yi+ ,) dy,+. , 

et d'autre part, un coup d'oeil jetd sur la figure montre que Ton a 

^y«+« = ^yH-i ■*■ A«+i • <J/ifi =^yH-i (i -♦- A,>«i|;,+i). 

On aura de m^me 
dyi^z = (Jy,>t (i -♦- Ai+t ^,+t),... , dy = dy„_i (i h- A».i <J/«.i), 
d*oii 

^y = ^y.+« (i -+- *.•+! +•+•) (i -*- Ai+i ij;,-^.,) ... (i -4- hn^i ^n^i). 

Les facteurs qui multiplient dyt^t peuvent dtre supposes positifs, les k 
dtant tris-petits; d'autre part, on a, quel que soit z^ 

e' = I -♦- « H c^* > I + c, 

1.2 



(1) Nous posonS; pour simpliOcr, ^(arj, y,) = /<, f (xj, yj = yj, etc. 
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d'ou 

Mais nous avons 

d'ou 

d'ou enfin, en ayant ^ard k la relation (5), 

dy<A,*(B-*-CA)e<=<^V, 

ou, en ddsignant par P la quantity finie et d^terminee (B+CA) e^^'^V, 

dy < A?P. 

On a done une limite sup^rieure de la variation qu*eprouye Tordonnee 
y lorsque Ton subdivise Tun des elements ho, Ai,.*-) hn-i en antant dc par- 
ties qu'on le vcut. Nous avons dans ce calcul, considdrant At comme infi- 
niment petit, negligd Jes quantites d*ordre sup^rieur k celles que nous 
voulions calculer, mais le caleul exact ne changerait les valeurs de fi,<pif 
^it 4^i+iv ^ue dc quantites tcndant vers z^ro avec A,-, et il est facile de 
s'assurer que cela ne modifierait en rien la conclusion. 

Supposons maintenant que Ton repete la m^me subdivision sur chacun 
des elements A^, hi,..., A»_i; comme P est independant du nombrc des 
elements cxistants, y eprouvera successivement une suite de variations 
respectivement inf^rieures h PA', PA',..., PA!-i, et dont In somme sera 

Jy<P(A; + AJ-H... + A!Li) = P(a; — xo) .^ (Ao, A,...., An-i). 

Ainsi, les elements Ao, Ai,..., A«_i dtant considcres comme infiniment 
petits, la variation totale qu*^prouvera Pordonnde y, correspondant k 
Tabscisse x, lorsque Ton subdivisera cbacun de ces didments en autant de 
parties que Ton voudra, sera clle-m^mc infiniment petite : ce qui indiquc 
dvidcmment que Pordonnce y tend vers une limite fixe quand les 616- 
ments At decroissent inddfiniment. La m^me cbose a lieu, dvidemment, 
pour I'ordonnee correspondantc a une abscisse quelconque entre Xo et x, 
et pour les valeurs correspondantcs de /(x, y)^ en sorte que les c6tds du 
polygone tendent aussi vers des directions fixes. 

9%%. Remarques. i"* Le lieu des points limites des sommets du polygone 
est independant de la loi suivant laquelle on partage I'intervalle x — Xo en 
^Idments infiniment petits Ao^ Ai,..., A«_t. Car deux modes de division qui 
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se rapportent k des lois differentes peuvent toujours ^tre rcnferm^ dans 
un m^me troisiimc qui sera comme une subdivision des deux premiers. 
L*ordonnde y calcul^e par le troisiime mode differcra de chacune des 
ordonnees y calciiMes par les deux premiers modes, de qunntites quiseront, 
d*apris ce que nous venons de voir, de Tordre des divisions; elle tendra 
done vers la m^me limite que chacune d'elles ; celles-ci ont done m^me 
limite. 

2'* Les conditions relatives aux fonctions /"(or, y), 9 (x, 7)9 ^ (^9 y) onl 6x6^ 
pour plus de facility, suppos^es satisfaites entre les valeurs xo et x de la 
variable x, quel que soit y ; mais tout ce qui precede subsistera si les fonc- 
tions verifient ces conditions entre certaines valeurs Xodba dex, .Vo:i=6 
de y, pourvu qu*on ait en outre Aa <^6, condition qui sera toujours satis- 
fnite en r^duisant convenablement la valeur de a, etx — Xo<a. Eneffet, 
les Equations (3) nous donnant toujours 

jfi — yo = (»• — a?o) ^ [f{xo, yo), /■(«!, yi),. •., f{xu.h yi-i)], 

on verra sans peine que si yo, v«>--*' y»-« ^^^^ compris entre yodzby /o, 
/*!,..., /•'.! ^tant inf^rieurs h A, yi — yo sera moindre que Aa ou 6, y.* sera 
done encore eompris entre yodzb, et ainsi de suite. Done yoyyi^-^'^y 
restant toujours compris entre ces limites, les conditions exigees pour les 
fonctions /*, 9, >|/ dans notre demonstration seront toujours verifiees. 

5"* Le lieu des points-limites des sommets du polygonc MoMi...M«.iM 
est une courbe continue dont les coordonn^es satisfont k Tdquation diff^- 
renliclle propos^e. Car, d^signons par x, x+Ax deux valeurs quelconques 
de la variable; par y, y -4- Ay les ordonnees de la courbe limite qui leur 
correspondent, et concevons que Ton passe de la premiere valeur y, k la 
seconde, en faisant passer la variable de x i x-i- Ax par un nombre ind^- 
finiment croissant de valeurs intermediaires. L*ordonnde y +Ay sera deter- 
minde d'apres la m^me loi que Tordonn^e yt^.! -4- dyi+i au n? SIO, et, en 
appliquant les formules (4) et (5) de ce num^ro, on voit sans peine que 

y + Ay = y -♦- f{x, y) Ax -♦- «, 

&) ^tant une quantity moindre que Ax* (B -4- CA) ; d'ou 

Ay = /"(x, y) Ax -+- «. 

Si Ton regarde maintenant Ax comme infiniment petit, Ay sera inCni- 
ment petit : la courbe, limite dii polygone, est done tine courbe continue. 
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Ensuite, divisant par Ax et passant k la liroite, on trouve 

ce qui fait voir que le coefficient angulaire de la tangente k la courbe est 
d^termin^, en fonction dcs coordonnees x, y, par Tequation (i). 

S9S. U r^sulte evidemment de tout cela que, Tdquation diff^ren- 
tiellc (i) etant donnde, il existe toujours une fonction y de x propre k 
satisfaire k cette Equation, et de plus, a prendre pour une valeur donn^e 
Xo de la variable, une valeur choisie arbitrairement yo« pourvu que les 
fonclions /*, (p, '^, soient continues par rapport k xciky dans le voisinage 
du point (xo, yo)» D'ailleurs, dis que yo est fixd, la courbe ou Tinl^rale se 
trouve bien d^terminee, comme nous I'avons fait voir; elle est done une 
fonction d^terminde de yo, qui entrcra consdquemment dans I'expression 
de I'intdgrale comme une constante arbitraire. En d*autres termes, Tintd- 
grale d*nne Equation diffdrentielle donnde ne pent avoir toute la gdndralitd 
quVHe comporte, si elle ne renferme, avec la variable x, une constante 
arbitraire G non comprise dans Tdquation differentielle, et k Taide de 
laquelle on pent faire prendre k y une valeur arbitraire yo^ pour une 
valeur donnde de x; cequirevient k faire passer la courbe par un point 
donnd. Celte intdgrale yssF(x, C) se nomme Vintegrale genirale de I'cqua- 
tion (i); toutes celles qu*on en tire par des valeurs particulieres attribudes 
k la constante C sont des intigrales particulih'es. L*dlimination de G entrc 
rintdgrale gdndrale et sa ddrivde ramenerait identiquement Tdquation dif- 
fdrentielle (i), comme on Ta dtabli (319). 

S94. Rdciproquement, toute courbe quiverifie I'equation di/ferentielle 
propos^e doit diriver de Cintigrale ginirale par une valeur dHerminie 
attribute d la constante arbitraire C ; car, si Ton dispose de celle-ci de 
maniere a ce que, pour une valeur Xo de la variable, Tordonnde de I'intd- 
grale gdndrale coincide avec Tordonnde yo de la courbe proposee, comme 
la courbe qui part d*un point donnd (xo, yo) et qui satisfait k Tdquation 
(i) est parfaitement ddterminde (391), ces deux courbes coYncideront 
ndccssairement dans toute leur dtendue. 

II y a toutefois une exception remarquable k cette loi : il pcut se faire 
que, par le point (xo, yo) passent deux courbes tangentes Tune k I'autre en 
ce point, et satisfaisant toutes deux JiTdquation diffdrentielle. Et comme 
la construction cxposee plus haut n'en donne qu*une seule, il semble que 
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la thcorie generale se trouve ici en ddfaut. Mais, dans ce cas, il est facile 
de voir que, dans le voisinage du point {xo, yo), les conditions de continuite 
relatives a (p(x, y), ^{x^y)^ ne seront plus remplies; puisque, pour une 
abscisse Xo + Axo infiniment voisine dexo, la difference des ordonnees des 
deux courbes, sera, en gdn^ral, du second ordre par rapport h Aro, i 
nioins que f{xo, yo) ne soit infini, tandis que les tangentes aux deux cour- 
bes feront entr'elles un angle infiniment petit de m^me ordre que Axo(i). 
Un accroissement dy de la variable y determine done un accroissement 3f 
de la fonction fqm est infiniment grand par rapport k dy, dans le voisi- 
nage du point (xo, yo)) ct par suite la fonction l>yf= ^ (x, y) est infinie 
en ce point. Elle n'est done pas continue. 

Si cette exception ne se pr^sente qu*en certains points particuliers du 
plan, elle n'influera pas sur Texactitudc du thdoreme 6nonc6 plus haut, 
puisqu*i] suffira de cboisirle point (xo,yo)8ur la courbe donnee, de maniere 
k ce qu*il ne coincide pas avec un de ccs points particuliers, pour demon- 
trer ridentit^ de la courbe avec une des intiSgrales particulicres de Tequa- 
tion.Mais s'il arrive, comme on pent tr^ bien le concevoir, qu'une courbe 
soit tangente, en chacun de ses points, k celle des int^rales particulieres 
comprises dans Tequation y = F (x, C) qui passe par ce point, cette courbe 
verifiera Tdquation differenlielle, puisqu'elle aura, en chacun de ses 
points, m^mes valeurs de x, y, D,y qu'une courbe qui y satisfait. £t cepen- 
dant, g^n^ralement, elle ne sera pas comprise dans I'intdgralc generale, 
celle-ci ne determinant pour chaque point donnd du plan qu*une courbe, 
qui est une integrate particuli^re. Une telle integrale, qui verifie Tequa- 
tion differentielle sans ^tre comprise dans TinUfgrale g^ndrale^ se nomme 
une solution singuliere. 

On voit par \k qu'une solution singuliere satisfait aux conditions sui- 
vantes, qui serviront h la determiner : 1** elle represente une courbe qui 
est tangente a toutes les integrates particulieres, etqui en est consequcm- 
ment le lieu des points d'arret, de rebroussement ou d'inflexion [elle ne 
saurait en etre Tenveloppe proprement dile, car pour cela les integrales 
particulieres devraient se couper generalement deux h deux; /^(x, y) 
admettrait done au moins deux valeurs en un memo point (x, y) du plan]; 



(i) Plus generalement^ la difference des ordonnees sera infiniment petite par rapport 
a Tangle des tangentes correspondantcs (ISS). 
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2^ la solution singuli^re satisfait, en chacun de ses points, k Tequalion 
f(Xjy) = 00 9 cc qui ne peut convenir qu% une droite parallele Ji Taxe des 
y ; ou a T^quation ^(x, y) ess oo . 
Soil, cofflme exemple^ T^quation diffcrentielle 

Elle a pour int^rale g^n^rale, comroe on le verifie aisdment, 

y=x-*- (|y {C-x)», 

et en outre, elle admet la solution singulierey=a;y qui satisfait \i Tcqua- 
tion diffcrentielle et ne peut coincider ayce I'intdgralc gendralc pour 
aucune yaleur constantc de G. Or, on a ici 

I -1 

et cette fonction dcvient infinie par Thypothisey =x. On voit facilemcnt 
que la droite y = x est le lieu des points de rebrousscmcnt des courbes 
que Ton tire de Tintdgrale generate par la variation du paramctre C (i). 



CHAPITEE XXIVIII. 

integration des equations du premier ordre et du premier 

degrE par divers procEdEs. 

S45. L*dquation du premier ordre et du premier degr6 

est toujours rcductible k la forme suivante : 

(i) P dx -4- Q rfy = o, 

P et Q designant, en gdndral, des fonctions donnces de x et de y. II y a 
un cas ou Tequation (i) $*int^re immediatement : c*e$t cclui ou Pon recon- 



(i) La th^oric complete des solutions singuli^res trouvcra place dans la sccondc partie 
de ce cours. 
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nait dans son premier membre la differeniielU totale exaete d'ane fonc- 
tion F(X| y) des variables x, y, en sorte que I'on a identiquement 

Pdx-^Qdy^d.F far, y). 

En effet, I'^quation (i) pent alors 6*^crire sous la forme d.F {Xy y)^09 
ct pour y satisfaire, il est ndcessaire et suffisantque Ton pose 

C ^tanl uue conslante arbitraire. Cctte Equation renferme done toutes les 
solutions possibles de Tequation (i), ct en est Tint^rale g^nerale. 
Par cxemple, I'equation 

('-^•) *" ^ (* "^ «'^) ''^ " ° 

peut s'ecrire dvidemmcnt 



I -♦- '-J 



et son intcgrale gencrale est 

- (x* -4- y*) -4- arc tg - = C. 

2 X 

316. II est rare que Ton nper^oive ainsi de prime abord une fonction 
F(x, y) donl P(fx -h Qdy soit la differentielle exaete, mais il suffit qu*ellc 
existe pour que Tintcgration de Equation (i) soit ramenee aux quadra- 
tures. En ciTet, si P dx -h Qdy est la differentielle totale d'une fonction 
¥{x, y) des variables, on a 

dF Q^^^ (PF ^ d*F 
dx* dy' rfyrfx dxdy' 

et par suite 



(2) 



d9_dQ 
dy dx 

abstraction faite de toute relation entre x et y. 

Rdciproquement, si P et Q vcrifient la condition (2}, la fonction F existe 
et nous aliens la determiner. Sa derivde partielle par rapport a x dtantP, 
la fonction F est necessairemcnt comprise dans Tintcgrale de Pdx par rap- 
port a Xy y etant considdrd commc constant, ct la constante arbitraire de 
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Pint^gration devant £tre remplacde, par consequent, par une fonction 
arbitraire (p{y)dey seul. On a done 

F = JPdx-H9(y)=:Pi-*-9(y), 

et 11 ne reste plus qu*Ji determiner 9(^)9 si cela est possible, de maniire k 
satisfaire h la seconde condition 

dF 

On deduit de cette Equation et de la valour de F 

?'(y) = Q-j^> 

et pour que cette Equation soit possible, (p{y) ne renfermant pas x, il faut 
et il suffit dvidemment que le second membre soit aussi ind^pendant de x, 
ou que sa diriyie partielle par rapport h x soit nulle identiquement. 
Or, on a 

dx\ dy J dx dx\dy J^^ dx dy\dxj'^ dx dy* 

puisque Pi=^Pdx. Le dernier membre de r^quation se r^duit k z^ro, 
P et Q satisfaisant h requation(2); done la condition est satisfaite, la 
yariable x n*entre pas dans rexpi*ession de <p'{y)j et la fonction 9 sera 
donnee par T^quation 



^<»-\{o-^y>- 



Substituantsa valeur dans I'expression de la fonction F, et ^galant celle-ci 
a une constante arbitraire, on obtient Tintdgrale g^nerale de T^quation 
propos^e : 



(3) 



JPd,^5(Q_|i)d, = C, 



la premiere integration etant relative a x seul, la seconde k y seul. 

Ainsi, la eondition nicessaire et suffisanie pour que Pdx -¥- Qdy soit 
une diffirentielle exacte enxety est exprimie par Viquation (2), el quand 
eetie condition est satisfaite j V Equation (^)foumitVint6yralede liquation 
diffirentielle propose. 

Soit^ comme exemple, I'dquation 

(x* — 4xy — 2y') dx -♦- (y* — 4xy — 2X*) dy =1 o. 
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On a ici 



$ 






7 "» '^-' ^ jy 
rint^rale de I'^qualion est 



x» 



!^ = C. 



3 3 

S97. II y a un cas remarquable ou Ton reconnail iinm<idiatement que 
le premier membre dc requation (i) est udc diffdrenlielle exaclc : c'est 
cclui ou le coefficient de dx ne penferme que x, et celui de dy que y; 
requation est done de la forme 

(4) Xdx -4- Yrfy = o, 

X Y desi'^nant respectivcment des fonctions de x seul et de y scul. On dit 
al'ors que Its variables sont siparees. La condition (2) est ^videmmenl 
v^rifi^e, cap D,X = DxY = o, el il suffit de posep 

JX(ix-hjYdy = C 
pour obtenip I'integpale gen^pale de I'equation (4), d'app6s ce qu'on a vu 
plus haut. Ainsi le ppobleme sc pamene immedialcment aux quadpatures. 
II est inutile d'ajoutep des constantcs apbilraipes aux int^pales indefinics 
qui figupent dans celte equation ; ellcs se tpouvcnl implicitement comprises 
dans la conslante C du second membre. 

Dans ccptains cas, les variables ne sont pas s^pap6cs dans FequaUon 
diffcpenlielie, mais la mulUplication pap un facteup convenable conduit 
k ce pcsuUat. Ainsi, toute equation de la fopme 

XiYidx -H X,Ytdy = o, 
X,, X. etant foncUons de x et Y., Y, de y, divisce pap le faclcur YiX„ 
suppose different de zero, deviendpa 

Xi , Yf - 

At I| 

cl, les variables iunt s«5parte, rint^paUon se fcra comme ci-dessus. 
Par exemple, i'equalion 

(n- y») (n- x) dx + (i +x*)(i— y)dy==o 
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prcndra, par cette transformation, la forme 

rox H ^dy = o, 

I -fr- a* I -I- y' "^ 

Equation dans laquelle les variables sont s^parees. Les termes de cette 
Equation s*integrent sans diflSeull^, et Ton a Tint^grale gdndrale 

arctga: -4--l.(i -♦- x*)-4- arctgf/ 1. (i -♦- y') = C, 

a laquelle on donne facilement la forme suivante : 



arc 



tg = 1. C, \ / ^ 



Gi ddsignant une nouvelle constante arbilraire. 

39S. Integration des iquations hamoghnes, — Lorsque la separation 
dcs variables ne s'effectae pas par le proc^dd simple qui vient d'etre indi- 
qu^, on cherche hi la rdaliser en introduisant au lieu de x et de y, dans 
r^quation diflKrentielley deux nouvelles variables ayant avec x et y des 
relations convcnablement choisies. C'est une nouvelle application de la 
methode de stibstitution. Quelquefois la substitution ne porte que sur une 
seule des variables x, y. 

Appliquons cette methode au cas ou Pdquation du premier ordre 

(i) Pdx -^ Qdy = o 

est homogkne^ c*est-a-dire ou P et Q sont des fonclions homogenes, de 
m^me degr^ m, par rapport & x et & y. On sait qu*une telle fonction jouit 
de la propri^te, ^tant divisee par x"*, de ne plus d^peodre que du rapport 
de y ii X (i). II suiBn doae 6c dbnsct toute T^quation (x) par x*" pour lui 
la forme 



<D^"Ki)*- 



o. 



(i) Cette proprietc suit immediatement dc la ddGnition des fonctions homoginos 
(ch. III| ex. 19) ; car, si dans Tequatioa 

F (to, «y) = /* F (or, y) 

on prend rindeterminee i egale a ari, on a 



^(^•-x) =?:''<''•'>• 
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Posonsy II ^tant unc nouYclle Tariable, 

y r=s tix, d*ou dy B=s II dx + OP du, 

et ^Jiminonft y et dy. U Tient 

f(u)dx'¥' fi [u) [udX'\-xdu)=^ o, 
ou 

\f{u) + ufi (tt)] dx -k- xfi (m) du = o, 

Equation ou il est facile de s^parer les Tariables. Sopposant d'abord 
f{u) + ufi (tf) diflMrent dc tiro^ et divisant par ce facteor et par x toule 
r^quatioDi on a 

dx fi{u)du 

x-*'f{u) + uf,{u)-°' 

0U| en int^rant, 

f f,(u)du 

On aura done I'lnt^rale gdn^rale de F^quation proposde en effectuant 
rint^ration indiqude et rcmplacant u par sa valeur y : x. 
L'hypothise 

f{u) -f. ufi (i/) = o 

que nous avons laiss^ de cAt^, fournit pour u un certain nombre de 
valeurs constantes tio, Ui,,.., quisatisfont k I'^quation diffi^rentielle entre 
u et Xj puisque u constant donne du=o. On aura done encore des solu- 
tions de r^quation proposee en faisant 

y = tioX, y = «ix,..., 

et ces int<^rales pourront Atre, soit des int^rales particuli^resi soit des 
solutions singuliires, ce dont on s'assurera en les comparant k I'inl^rale 
g^n^rale. 
SS9. Prenons comme exemple T^quation homogene 

(Ax -H By) dx '¥' {A!x -*- B'y) dy = o. 

P et Q sont ici du premier degr^, et la transformation indiquee conduit a 
r^quation 

[A ^ (B -4- A') tt -+- B'u*]dX'^x{A' -h B'i«)dtt = o. 

L*intdgrale ginirttle est done 

I ^.f (A'-i-B^«)du 

3 A + (B -»- A') « +• B'u« 
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et la quadrature h effectucr porte sur une diff^rentielle rationnellc; elle 
u'offrira done aucune difficulte. Suivant que les racines de r<Squation 

A -♦- (B -4- AO M -♦- B'u« = o 
seront rdclles et inegales, r^elles et ^ales, ou iroaginaires, la forme de 
rint^rale sera diffdrente. Bornons-nous au premier cas, et soient a, 6 les 
racines r^elles de cette Equation, en sorte que Ton ait 

A-f-(B -♦- A')u 4-BV = B'(w — a)(ii — 6), 
et, par la decomposition en fractions simples, 

A' -♦- B'tt m n 

A -h (B -4- A') M -*- BV*^ t* — a "*" tT^' 

les constantes m et n dtant d^termin^es par la mdthode connue, ou par les 

Equations 

A' = — B' {mb '¥' na)y i = m -♦- n. 

L*intdgrale gcn^rale deviendra 

1. X-*- m\.{u — a) -f-nl. (u — 6) = C, 
ou 

\.x{u — a)« (tt — 6)* = C, 

ou encore, en rempla^ant u par sa valeur et passant des logarithmes aux 

nombres^ 

(y — ox)"» (y — 5x)''x*--»-* = e^ = C, 

ou enfin, en vcrtu de Tdquation m + n = i, 

(y — ox)'" (y — 6x)* «= C. 

Telle est, sous la forme la plus simple, TinUSgralc g^ndrale de Tdquation 
propos^e. Quant aux int^rales 

y = ax, y «= 6x, 

que Ton obtient en prenant pour u les yaleurs a et 6 qui annulent le tri- 
n6me par lequel on a divisd T^quatiou diffdrentielle, ce sont dvidemment 
des int^rales particuliires qui correspondent 4 C = o ou i C «= do , sui- 
vant les signes des exposants m, n. Mais si m ou n dtait nul, Tune de ces 
int^rales pourrait dtrc une solution singuliire. 
S30. Si r^quation propos^e dtait 

(Ax -H By + D)dx -♦- (A'x -*- B'y -4- D') dy = o, 

on la ram6nerait k la forme pr^c^dente en posant 

X = 5 H- «, y =■ *I -♦- Pr 

89 
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$y y) dtant de noavelles variables, et a, |3 des coostantes. Mtermiaant a 

ci |3 par les equations 

Aa -H B|3 -I- D a o, 

A'« -♦- B'P -H D' = o, 

on trouverait entre ^ein T^quation differentielle 

(A{ H- B>]) d5 -4- (A'5 ^ B'lj) d>i = o, 

qui s'intdgrerait par la m^thode ci-dessus. Cette transformation serait en 
dfSfaut si AB' — BA' ^tait nul, mais alors A'x -»- B'y serait le prodait de 
Ax-hBy par un facteur constant, et Ton s^parerait les yariables en posant 
Aar •♦- By e= z. 
SSfl . iquation liniaire du premier ordre. — On appelle ainsi I'dquation 

(5) |-HXy = X.. 

X et Xi ^tant des fonctions explicites de x seul. La separation des varia- 
bles s*obtient encore par one substitution. Posons, u ei z ddsignant de 
nouvelles yariables dont une peut ^trc choisie arbitrairement, 

y s=s uZy d'oik dy es zdu h- udz^ 
et par suite 

du dz 

(6) z J- -t-M-r^-t- XttJr =^X|. 

La variable z ^tant quelconque, assujettissons-la & verifier I'^quation 

dz „ 

ce qui r^duira k zito le cocflScient de u dans T^quation (6), et ram^nem 

cclle-ci Ji la forme 

du 

Z-j-sss X|, 

ax 
On tire immddiatement de ces deux dquations 

dz r 

h X rfx = o, Lz = — J X dx, jj =■ e-/***', 

z 



et par suite 



^c= Xi e/"*^, u = C -H JXic/*^dx. 



dx 
II faut observer qu*il est inutile de completer par une constante I'int^- 
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grale ^Xdx qui figure dans I'expression de z, parce qu'il suffit dvidem- 
ment pour le but que Ton se propose, de trouver pour z une fonclion par- 
ticuliire v^rifiant la condition (i(z + XzcIx=o. Rempla^ant maintenant u 
et z par leurs valeurs dans I'expression de y, on trouve, pour Tint^grale 
generale de I'tSquation lindaire 

(7) y = e-A'^ (C + J Xtc/»^dr). 

Soil, comme exemple^ Tdquation 

du 

-;^ H- V cos « = sin X cos «. 

On a ici 

X=cosa?, Xi = sinxcosx, JXdxssinx, 

J Xi^f^'dx = j* c"»' sin x cos x dx = e""' (sin x — i), 

et r^quation (7) nous donne pour I'int^rale g^ndralc 

y = Ce~*^»' -I- sin X — i. 
SS9. L'dquation 

dite de Bernoulli^ se ramine facilement k T^quation lineaire. II suffit de 
la divisor par y"+* et de poser z say-*; on a successivenient 

^..«4.x^=x,. |-.x.=-.x.. 

Celle equation, lineaire en z, s'integre par la formule (7), et Ton obticnt 

y-n = c*/^*^ (C — n J XiC-»/'^'dx). 
L'hypothcse n =s — i nous ramine k Tequalion (6); n =^ o rend I'intd- 
grale illusoire, mais Tdquation de Bernoulli devient alors 

|-H{X-X.)y = o, 

ct s'int^re sans difficult^ par la separation des variables. 

SSS. Remarques. — 1** Parmi les valeurs que Ton pent attribuer a la 
constante arbitraire pour faire rentrcr une integrate donndc dans Tintd- 
grale gdndrale, on doit comprendre les valeurs C=-+-oo etC = — 00, 
si Ton ne veut laisser dchapper aucune int^rale particuliere. II suffit, 
pour justifier cette observation, de remarquer que si Ton remplace C 

par ~ dans I'intdgrale gdnerale, ce qui est dvidemment permis, on dcvra 
admettre la valeur C a* o. 
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^ L'integrale g^n<Srale d'une (Squalion differentielle est susceptible de 
formes tris varices k cause de la possibiliU^ de remplacer udc fonction de 
la constante C par une nouvelle constante C. Elle pcut m^me ainsi passer 
de la forme transcendante k la forme alg^brique. Exemple : T^quation 

dx dy 

l/i— «• l/i— »• 
a pour int^^ralc g^n^rale 

arc sin x -4- arc sin y <=» C. 

Mais, si Ton transforme le premier membre de celle-ci par la formule qui 
exprime le sinus de la somme de deux arcs, on a 

arc sin (x yi — y* -1- y |/i — x*) = C, 
ou 

X j/i —y* -«- y |/i — x« s sin C = C, 
et cette int^rale est alg^brique par rapport aux variables x et y. Nous 
ayons vu un autre exemple de cette simplification de Tintdgrale g^ndrale 
au n« S99. 

3^ Le changement de forme de I'int^grale gen^rale ne depend pas ton- 
jours d*une transformation de la constante arbitraire; il arrive que la 
fonction qui satisfait k T^quation diffi^renlielle soit representee par une 
expression diiFdrente, suivant que les valeurs de la variable sont comprises 
cncre telles ou telles limites. Considerons Tequation lindaire 



dy _xy^ 

OX I — X* 



On a ici 



JXicA^dx = a\— — =: = aarcsinx-i- C, 

J/i— x« 

et rintdgrale g^n^rale de T^quation est 

y = j/i — X* (C -+- a arc sin x). 
Mais cette inUSgrale devient imaginaire si x* est > i, quoique r^quation 
differentielle reste rdelle. En effet, on a alors (994) 

JXdx = — il.(x« — i) = — l.|/x« — I, 
J (/x* — I 
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et rint^rnle generale^ pour Ics valeurs de x non comprises entrc — i ct 
+ I, prend la forme 

y =5 i/x* — I [C -+- a 1. (a? -♦- y^x* — i)]. 

4<* Lorsque, pour int^rcr plus facilement une Equation difTerentiellc, 
on la multiplie ou divise par une fonction des variables, il faut prendre 
garde que Ton peut de cette maniire introduire ou supprimcr dcs solu- 
tions dans reSquation, comme nous I'avons observe k propos de Tcquation 
homogine. Ainsi I'^quation du n* 3!I7 

XiYidx -+- XsYsrfy «= o 

est satisfaite par I'hypoth^ Yt = o, car les valeurs constantes de y que 
fournit cette Equation donnent dy = o. En divisant Tequation proposi^c 
par XsYi pour s^parer les variables, on fait abstraction de celte hjpothise : 
on n^lige done des intdgrales qui peuvent ^tre, ou particuliires, ou sin- 
guli^res. II y a m^me des cas ou I'hypothese Xt^^o, qui donne x constant 
et dx=o et v^riOe consdquemment Tequation donn^e, ne doit pas ^tre 
n^lig^e; elle correspond gdomdtriquement k des droites parall^les h I'axc 
des yy et ces droites peuvent repondre k la question gcoDidlrique qui a 
donn^ lieu a I'^quation differentielle. 

Exercices. 

Verifier si les equations saivantcs satisfonl k la condition Pdc + Qdy ss dF (x, y) cl 
les integrer : 

xdm •+• ydy ydx — xdy . 

*• |/ i-»-«« + y« "*" (P«-fy« '^^' ^' y = aTCot(C-l/i + »«H-y«). 



dx / X \ dy 



R. 05 -f- j/x* -I- y« = C, ou y* = C*— 2Ca?. 
». {«»-*-3xy«)d»-i-(y»H-3a?»y)dy = o. R. «« -*- 6a;V -*- y* = C. 

4. Vi-»-c»;(te-f-^^i — - jrfy = o. R. aj-i-yey = C. 

lulegrer, par la separation des variables, les equations 

*. (a" -i-y") dx '-2xV^ax—a*dy = o. R. y— V/oa— o« = C(a*-»-y|/o«— o«). 

I I Cx 

•. (i-»-«»)y»(te-*-(i — y«)»»dy=o. R. — _-h- = 2l.--- 

ar y" y 



— 406 — 

1 

». (I 4-y^ifa — (y-*-|/x -I- y*) (!-«-*•) 'dysaso. 



•• scc"«lgyrf«H-8ec»ytgapdy=o. R. tg»tgy = C. 
•. yl. ycfo — dy = o. R. \.y = OF. 

Integrer lea ^oations homogines 
!•. »dy— yd» — d»|/3Hhy* = o. R. aj" = (?-HaCy. 

It. (»-f-y)<to-*- (y — «)rfy = o. R. arc tg - = I. C y^a^ -+- y*. 

«•. (8y4-iar)ite-i-(5y-*-7«)<'y = o. R. (« + y)« (y -*- 2«)» = C. 

• I * — y cos - I 

V »/ 

«4. oi dx -^ y dy =zmy dx\ trois cas i^ disUogucr : 



«S. (« — ycos' )d«-+-ajco« -dy = o. R. xe'"*=C. 



«">4» *l- ^^ 7-= , - ) ^ 

y — or i/Sm i .■■■ 

* /, m — vm^ — 4 
b=z -- 



m* = 4, R. C» =««'?*. 

. ^ n * ay — »i« C 
m*<4i R. nrctg— = 1. -« 



k7^^« 1/4 

Integrer les Equations lioi^aires suiyaates : 

dy (f^ 

«S. -p--f-<iy = fl~. R. y = Ce-«»-f- 



m« 



dx m + a 

dy 
«•. — -f-y=iaB*. R. y = 0-«-*-«s" — na^* -I- n(n-- !)«»-» 

dy 
«V. (!-♦-*•) ~-+-y = arc tg». R. y:=Ce'^^'-\.Ktcigx^i, 

dy uy 

Integrer les equations 

«•. (I— o"}^ — ajy = aa;y«. R. y (o-i-Cl/i — ««)-f-i = o. 

('y 
••. -~ -h axy = 2ax»y». R. y* [€«»•" — a (i + 2jc«j] -*- 2 = o. 
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CHAPITRE XIXII. 

INT60RA.TION DEs Equations du premier ordre qui ne sont 

PAS DU PREMIER DEQR£. 

SS4. Gonsid^rons maintenant les Equations du premier ordre non r^so- 
lues par rapport k la d6riv6e qu'elles renferment. Si la d^riv^e n'y entre 
qu*k des puissances entiires et positives, I'dquation sera de la forme 



(■) m-^m" 



dy 
-4- ••• ^- ^^_, _ ^ y^ 



f 19 9fl9«**> ?• etant, en g6n6ral, des fonctions des variables x et y, R&ol- 
Tant cette Equation par rapport k la d6riv6e, on en tirera n valeurs de 

-r-9 savoir 
ax 

(2) £=/■'('.»). ^=/i(*»y).-» ^==f'{',y)> 

et r^quation (i), mlse sous la forme 

[|-^'("»)][|-''-<'-»)]-[|-A('. »)]-». 

admettra ^videmment comme solutions toutes celles des Equations (2), et 
n'en admettra aucune autre. Les Equations (a), appartenant au type dtudi^ 
prdcddemmenty s'int^reront comme il a i%i dit, et auront respectivement 
pour integrates gdndrales 

Fi (a, y, Ci) = o, F, {x, y, CJ = o,..., F«(x, y, C.) = o, 
Ci} Ga,..., G» dtant des constantes arbitraires. L'dquation 

(3) Fi («» Vf Ci) • F, (t, y, GJ ... F. (x, y, G.) = o, 

qui renferme toutes les prdcddentes, renfermera done toutes les int^ralcs 
particuljires de I'dquation (i), et sera I'int^ale gdndrale dc celle-ci. On 
peut remplacer par unc m^me constantc G les n constantes arbitraires Gi, 
Gfl,.*. qui y entrenty sans diminuer la gendralitd de Tintdgrale, car on ne 
peut satisfairc k cette Equation qu'en dgalant k zero les divers facteurs Fi, 
Ft,... du premier membre, et il est clair que les <!quations 

F« («» »i C,) = o, F^ («, y, GJ = o,... 
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donneroQt exactement les m^mcs solutions, soit que Ton rcpresenle par 
une mdine lettre les constantes qui y figurent, soit qu'on les repr^nte par 
des lettres differentes. L'int^ralc g^n^raie de I'^qualion (i) sera done 

Fi («, y, C) . F,(x, y, C) ... F» (x, y, C) = o. 

Ainsi r^quation diff^rentielle 



m- 



ax 



donne les deux suivantes : 

dx ^ ' dx ^ ' 

dont rinti^gration se fait imm^diatement. On a respectivement 

y=«-|/flx* -+-C, y= — -^^ax* -+- C, 
3 3 

ct rinlcgrale generate de T^qualion propos^e est 

(3y — ** 1^^ — ^) (3y "^ 2* |/ax — C) = o, 
ou, plus simplementy 

(3y — C)' — 4«^' = o. 

SSft. Lorsque T^quation diff^rentielle ne renferme qu'une des varia- 
bles, et est plus facile k r^soudre par rapport k eette variable que par 
rapport k la d<!riv^e, on opere comme il suit. Faisons 

et supposons I'equation donn^e mise sous la forme 

X =. fip). 
Nous aurons 

dx=^p{p)dp, dy^pdx^pf'{p)dp, y ^ ^ p f {p)dp -^^y 

ct la valcur de y en fonction de p sera connue par cette quadrature. Elimi- 
nanl p entre cette equation et Tdquation x = /"(p), on aura I'integrale 
gcSnerale avec une constante arbitraire. Ainsi, I'equation 

dv* dy ap 
x\ / I -♦--—— a -^=o, ou x = — - 



V 



donnera 
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d*ou 

^ r r ^ 

J/ I -+- f* ^^ I -I- p* 

et par suite, p ^tant dlimia^^ Fintdgrale gendrale sera 

X* -+- (y — C)« = oV 
Si Ton avail, au contraire, 

on en (irerait 

p p 

et Ton op^rerait comme ci-dessus. 

336. Si r^quation diff^rentielle est homogine par rapport & x ct ^ t^, 
on en d^duit, en la divisant par une puissance convenable dc x, une equa- 
tion entre Ic rapport u de yk Xj at la d^rivee pde y par rapport k x. Soit 

ectte Equation. On a d'autre part^ k cause de y = ux^ 

dy^^pdxsB^xdu-^u rfx, 
d'oii Ton tire 

dx du du 



X p -^u f(u) — u 

Cette Equation, dans laquelle les variables sont sdpardes, donnera 

du 



1. X 



f du 



et, en rcmpla^ant u par sa valcur y : x apres Fint^ation, on obtiendra 
rintcgralc gdnerale de Tequation proposee. Par exemple, de T^quation 



on tirera 



dy* dy 



P = U± ^1 -+- t**, p — t« e= =h j/l -4- tt*j 



et rdquation differentiellc entre x et f< sera 

dx du 



Int^rant, on trouve 

1. X :^ I. (u -♦- 1/ 1 -f- tt«) = I. C, 
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equation qui se decompose en deux autres : 

1. a (u -«- ^/m?) = 1. C, ou y -¥• |/x* -i- y* =» C, 



ct 



«« 



1. ^ =1. =l.a/x»-*-y«-y) = LC, 

u -*- |/i H- M* y -H yx* -H y* 

ou 

|/x« ^y« — y = C= — Ci. 

L'intdgrale gdndrale sera done 

(|/a:* -*- y* -^y- C)(/x« + y« — y ^ C,) = o, 
ou enfin 

X* 4- 2Cy — C* = o. 

337. Un procddequi r^ussit dans Tint^rationdes Equations d'une forme 

particullire, eonsiste k differentier Tdquation propos^e, de maniere h en 

^liminer Tune des variables x, y, et k former entre p et Tautre variable 

une Equation du premier ordre que Ton sache int^rer. Gonsid^rons 

r^quation 

y = x/'(p) + (p(p), 

/"et 9 d^signant des fonctions donndes de la deriv^e p. Diff^rcndant 
TiSquallon et rempla^ant dy par pdx, on a 

p = /-(p) + [rf(p)-f-9'(p)]g, 
OU bicn 

dp p—f{p) p—f{p) 

Cette Equation lindaire du premier ordre entre xetps*intdgrera par la 
m^tbode connue, et I'^limination de p entre son integrale et ['equation 
propos^e donnera Tint^rale gi^ntfrale entre x, y, G. 

SSS. L'equation de Clairaut est un cas particulier de la pr^c^dente : 

Elle donne, par differentiation, celle-ei : 

[x + 9'(p)]-|«o, 

qui sc decompose en deux autres. La premiere 

-p- = o donne P = C, 
dx 
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et en substituant cette valeur de p dans I'^quation differenticlle, on a 

I'intdgrale g^ndrale 

y = Ca? -♦- 9 (C), 

qui represente un systime de lignes droites. 
La seconde 

fournira au eontraire une valeur de p ddpendante de Xy sans constanle 
arbitraire, que Ton devra reporter dans T^quation diffdrenUelle. Cette 
nouvelle integrate ne pent d'ailleurs ^tre qu'une solution singuliire, 
puisque Tint^grale g^ndrale, donnant pour p une valeur constante, ne 
saurait s'accorder avec celle-ci dans laquelle p est une fonclion de x. On 
remarqucra que cette conclusion s^accorde avec la th^orie expos^e au 
n^ Z%4, car, pour former la fonction ^ {x, y) qui exprime la d^riv^e 
partielle en y de p, il faut diffdrentier partiellement p«r rapport h y 
r^quation propos^e, ce qui donne 



i = [xH.9'(p)]^, 



d'ou 



I 



|=+(^'»>=«-T7(rt' 



et Pon voit que T^quation x -t- 9' (p) = o rend infinie la J'onction ^. 

On observera aussi que T^limination de p entre Fequation de Clairaut 
ct rdquation x + 9' (p) = o conduit au mdme r^sultat que Telimination 
de G entre les Equations 

y =s Gx + 9 (C), o = x -♦- 9' (G), 

qui fournit liquation de I'enveloppe des droites representees par Fint^- 
grale gendrale. Cela s'accorde encore avec les principes (Stablis relativement 
aux solutions singulieres. 

ExerciceB. 
lotegrer les equations suivantes : 

dv" I >— — ^— 
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,. ^_a,H.i = o. R. (4y-C)» = 37(a>-i)*. 



R. [(y-C)* — ««](y — C«)(«y-C)=o. 



r=0. 






On Irouve 



(y_C)=p»^I+|A 



■ s-v/^='- 



R. a (y— €)««•-+- «^. 



</y </y > 



«C±^^7^^^ y-C±»^4-«« 



aj=sc'*-f-tf ^. R. » = • * -f-e 






R. y H"|/^y* 4-MaB*=3C» •^ « • 

11. y=x^^^— ^. R. y =€(«-*. I — C). 
c(x CUD oar 

Solution singuli^re : ^yz=z{x-hi}*. 



19. y = *T^-f-% / a« — &«^. R. yrsCa-i-k'a" — 6«(?. 

a(aj« — 6*) 



Sol. sing. : y = 



6 l/oj" -+- b* 



du* dy 

IS. A*y^H-(aJ«-Ay«-B)^-aey = o. 

R. Tosant a5" = tt, y' = «, dw=;)dtt, on aura 

V =s tt« -- 

H-Ap 
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L*iategralc generale de Tequation proposee sera 

fiC 



y» — Ca»=:— 



H-AC 



«4I. y = !/^»--,-g\ R. (a,:p|/4y-y«)e'±»/ir^=:C 



CHAPITEK XI. 

INTEGRATION DES EQUATIONS DES ORDRES SUPERIEURS. 

§ 1. CONSlDjgRATIONS G^N^RALES. 



I. L'inU^gration des Equations diflT^rentielles d'un ordre supdrieur 
au premier s'appuie sur quelques principes g^ndraux, analogues k ceux 
qui r^issent les Equations du premier ordre. Soit d'abord unc ^qualion 
du second ordre entre x et y, r^solue par rapport k la d^rivde seconde, 



<■) &=<"»- 1) 



On pent lui substituer un sysleme dc deux equations du premier ordre, 
en representant par z la derivee premiere de y, car il est clair que Tdqun- 
tion (i) sera remplacde par les deux suivantes : 

et son int^ration sera ramen^e k Tint^ration du syst^me (a). 
Consid^rons, au lieu du systime (2}, le systeme plus ge^ncral 

f^) ^ = ^ (^' y^ ^)' d^= ^(^' y^ ^)' 

par lequel deux fonctions y et iS de x se trouveraieut definies^ et procedons 
comme au chapiti*e XXXVII. Considerons x comme I'abscissc, y ei z 
comme les ordonn^es correspondantes de deux courbes, qui doivent 
vcriGer les Equations (3). Pour une valeur Xo de x, donnons k y eiz des 
valeurs arbitraires yo et Zo\ concevons que x passe de la valeur Xo k une 
valeur quelconque x par une suite d'accroissements infiniment petits 
^> Aj, Asf.> An- 1, et calculons simultan^ment les accroissements cor- 
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respondants de y et de Zj k partir des valeurs yo et Zo, au moyen dcs 
Equations 

(4) Ax ™ '^ ^^' ^' ^^' A^™ ^^*' *' ^'* 

Nous d^torminerons ninsi successivemcnt toules Ics valeurs de j^ et de 2 
qui repondent aux valeurs successives de x, et nous obtiendrons deux 
series de points bien d^termin^s 

Mo (xo, yo), Mi (ri, yi),...» M^i (x«.,, y^,), M (x, y) ; 
No (xo, Zo), Nt (xi, zi),..., N»_i (x»«i, ri,_i), N (x, 2). 

Joignant deux ii deux les points d'une mdme s^rie, nous formerons deax 
polygones MoMi...M».iM9 NoNi...N«.iN, qui auront leurs cAt^s infiniment 
petits^ et dans lesquels le coefficient angulaire d'un c6te quelconque sera 
d^termin^ par les Equations (4). Lorsqu'ensuite les ^l^ments Ai , ht,..,y A«_i 
de Taxe des x tendront vers z^ro, leur nombre n croissant inddfiniment, 
ces deux polygones tendront respectivement k se confondre avec deux 
courbes d^termin^es, et comme les directions des c6t^s de ces polygones 
ont pour limitcs cellcs des tangentes aux deux courbes limites, i1 s*en suit 
que les coefficients angulaires de celles-ci v^riGeront les Equations (3); en 
d*autres termes^ les ordonn6es y et z des courbes, limites des pol}^ones, 
satisfcront au systime d'^qualions diffdrenticlles (3). La demonstration 
complete de cette proposition, semblable k celle que nous avons donn^ 
dans le cas d'une Equation du premier ordre entrc x et y, est seulement 
un pen plus compliqu^e ; nous ne la ddvelopperons pas ici. Elle suppose 
d'ailleurSy comme la premiere, que les fonctions 9, /*, ainsi que leurs 
ddriv^es partielles en x, y, je, soient continues et k ddtermination simple 
dans le voislnage du systeme de valeurs Xoi yo^ Zo» 

340. Appliquons ce qui prdcide au systeme d'dquations (2)9 cas par- 
ticulier du systeme (3). Puisque I'dlimination de z entrc ces deux Equations 
nous ramene k Tequation proposde 



^-<'-l) 



nous en concluons que Tune des deux courbes-limites qui vdrifient les 
Equations (2)9 savoir, celle dont y reprdsente Tordonnde, satisfait a la 
condition exprimee par Tdquation (i). Gelle-ci admct done une integrate. 
De plus, pour une valeur donndc Xo de x, nous avons choisi arbitraire- 
mcnt les valeurs correspondantes dc y ct dc z, savoir, yo et ;s6 : Tinl^ralc 
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n*est done d^termin^c que lorsqu'on fixe les valeurs de ces quantites^ et elle 
doit renfermer consiquemment, pour avoir la ginSralM convenablcj deux 
eonstantes arbitraires C et C, d Vaide desquelles on pnissey x itant donni^ 

(aire prendre dyetdsa ddrivee •— des valeurs choisies d volonti, G^om^- 

triquement, on pcut faire passer la coiirbc par un point donnd et lui faire 
toucher ence point une droite donn^e. G'est U ce qu'on nommc VinUgrale 
ginirale dc Tdquation (i). R^ciproquement, si Ton trouve une int^grale 
de TcSquation (i), renfermant deux eonstantes G et C qui remplissent la 
condition ci-dessus, on fera voir com me au n^ SM que cette integrate 
pent coincider successivement avec toutes les int^rales particuliires de 
r^quation, et qu'elle en est Tint^grale gendrale. 

341. Ges raisonnements 8*dtendent i des Equations difKrcntielles 
d'ordre quelconque. Une Equation du troisiime ordre^ mise sous la forme 

(Squivaut 2i trois equations du premier ordre 

dy dz du .. . 

donl les integrates se d^tcrmineraient par une construction scmblable i 
celle que nous avons donnde plus haut. On en conclut qu*il existe une 
fonction y de x, satisfaisant & Tdquation du troisi&me ordre, renTcrmnnt 
trois consumes arbitraires G, G', G" qui permettent de se donner & volont^ 
les valeurs de y, D,y, DSy correspondant k une valeur donn^c de x, et 
cette fonction de x, G, G% G'' est TintiSgrale g^ncSrale ou complete. 
En g^ndral, une Equation de Tordre n, 

dx* 



^f dy d'^-^y\ 

=f{^^y'ai""l^O 



admettra une int^rale gdn^rale avec n eonstantes arbitraires, irrcduc- 
tibles k un nombre moindre, et permcttant de se donner a volonte, pour 
une valeur donn^e de x, les valeurs de y et de ses n — i premieres deri- 
vies. Si une integrate, quelle que soit la mdlhode qui Ta fournie, satisfait 
ii cette derniire condition, elle sera Tintcgrale gcn^rale. 

Cela n'exclut pas d'ailleurs Texistence dc certaines int^grales, non com- 
prises dans Tintegrale g^n^rale, et que Ton nomme des solutions singu- 
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litres de I'^qaation diff6rentielle. La th^orie de ces solutions singiilieres 
repose sur dcs principes analogues k ceux que nous avons exposes aa 
n* 394 : nous ne nous y an^terons pas. 

§ 2. ^UATIONS LINI^IRBS. 

S49. Une Equation dilKrenlielle de I'ordre n est Uniaire lorsqne la 
fonction et ses n premiires d^rivdes n*y entrent qu'au premier degrd et 
ne se multiplient pas entr'elles. Sa forme est celle-ci : 

M ^"y.^.Y^'^y^ ^Y ^ya.Y«_Y 

Xt9 Xfly ...,X«y X dtant des fonctions explicites de x. Si X se rdduit i zdro, 
Tequation devient 

c*est ee que Ton nomme une Equation sans second membre ; I'^uation (i) 
est une Equation lincSaire avec second membre. Nous nous occuperons 
d'abord de Tdquation (2). 

S4X. Propriilis de l'4quation sans second membre. — I. Une inl^rale 
quelconque yi de Tdquation (2), mulliplide par une constante arbitraireCi, 
donne une nouvelle intdgrale Ctyi de celte Equation. 

Car si Ton fa]ty=Ctyj dans le premier membre de I'dquation (2), on 
oblient le m^me rdsullat que si Ton faisaity =yi, et que Ton muUipIi^t 
(ous les termcs par Gt ; yt dtant une intdgrale, ce resuUat est nul. 

II. La somme yi + y% de deux int^rales de Tdquation (2)» est une 
nouvelle int^rale de cette Equation. 

En eiFet, on a en gdndral 

rf' {yi -^ .v«) #yi , *y, 

dx* dx' do?* 

de sortc que si Ton fait y = yi + yt dans le premier membre de T^oa- 
tion (2), on aura la somme des rdsultats obtenus en y remplagant succes- 
sivemcnt y par yt et par y», rdsultats nuls puisquc y^ et yt sont des 
intdgraies dc I'dquation (2). 

On conclut immddiatement de \k que si yi, y^, y^ sont des intdgrales de 
rdquation (2), lour somme yi -*-yf -1- yj sera encore une intdgrale; el, en 
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general, que la somme d'uii nombre quelconque d*lntegrales de Tequalion 
sans second membre constitue une int^grale nouvelle. 

III. De Ik r^sulte une propri^t^ iris remarquable dc Tdquation (2). 
Supposons que Ton snche trouver n int^rales particuliires distinctes, 
yi> 2(«K**9 y«) ^^ c®^^^ Equation; en les multipliant respecdvcment par 
des constantes arbitraires Ci, Gtv» C«y on aura encore des solutions de 
r^quation diff^rentiellc, d*apris ce qui precede (I)^ et la somme de ces 
n integrates, salisfaisant encore k Tequation diff^renliellc et renfermant 
n constantes arbitraires, en sera Tint^grale g^n^rale. On aura doncy pour 
VinUgrale generate de Inequation sans second membre, 

(3) y = C,yi -♦- C«ys H h Cnyny 

yi) ytv y** ^tant des solutions de cette iquation, desorte que la recherche 
de rint^rale g^ndrale est ramen^e k celle de n integrates particuliires. 
Ces n integrates yi,yt,»>»,yn doiyent toutcfois salisfaire k une condition, 
pour que la formule (3) donne Tintegrale generate ; c*cst que Ton puisse 
determiner les n constantes Ci, €>,... G« de maniire k ce que y et ses 
n^ I premieres derivees re^oivent les valeurs arbitraires, pour une vateur 
donnee de.x(S41). Pour cela, il faut et it suffit que ces n integrates ne 
soient liees entr'elles par aucune relation de la forme 

(4) ajyi -+- atVt -♦-••• -I- Onyn = O, 

at, fft,..., an etant des constantes determinees. En eiFet, si Ton differentie 
n — I fois requation (3) pour former D,y, Djy,..., DJ""*y, el si Ton 
exprime la condition pour que les n equations ainsi obtenues fournissent 
des valeurs finies et determinees de Ci, Ctv9 G««, quelques yaleurs qu'on 
attribue k x, y, D,y,..., D^^y, on yerra aussit^t que c*est \k la condition 
necessaire et suffisante pour que Ton ne puisse satisfaire k requation (4) 
et & ses n — i premieres derivees par rapport k x, pour une yaleur quel- 
conque de X, que par le sjst^me de yaleurs des coefficients 

aic=:o, at = o,..., a,» = o(*). 

S44. — IV. On peut d'aitleurs s*assurer que requation (2) admet 
toujours n integrates particuliires remplissant la condition qui vient d'etre 
enoncee, et propres, par consequent, k former Tintegrale generate au 



(1) Voir, pour plus de developpomeats, les BtUlelint de VAcadimie de Belgique, 

2"* s^rie, T. XI. 

30 
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mojen de k formule (3). En effet, supposons que r^uation (2) n'adineUe 
que k int^rales particuHires ne y^riGant aucune Equation de la forme (4), 
k iUni < n. Soient yt, yt,...» yu ces int^ales; toute autre int^ale 
particuliire y sera done Hie aux pr^e^dentes par une (Equation de h forme 

y ea a,y, -I- aty% -1- -. ^ oiy*, 

^fi ««,..., ak iUunt des coefficients convcnablement choisis; ce qui revient 
k dire que le second membrc de celte Equation, si Ton 7 consid^re ai, at,.. ., 
On comme des coiistantes arbitraires, est Tint^rale g^n^rale de Tequa- 
tion (2). Cette integrate g^ndrale ne renfermerait done que A: constantes 
arbilraires, ce qui est impossible. 

II suit ^videmment de \k que I'intdgrale g^n^rale de T^quation (a) est 
toujours de la forme 

(3) y = c«y« -»- c^y* -• »- ^y-> 

et en outre, que Fdquation (2) n*admct aucune solution singuliire, puisque 
s'il en existait une, rien ne s*opposerait k ce que I*on choisit cette solution 
pour la fonction yi , dans la formule (3), en completant Tintt^grale g^ndrale 
par n — i int^grjales particuliires y,,..., y... L*hypo(hese Gi=i, C,=^,..., 
C» cs o ferait rentrer la solution singuliere dans Tint^gralcgdn^rale 

Propridtte de I'^qoatioii linMre aTeo seeond membro. 

S45. — I. Si I'on eonnait l*inUgrale ginirale (3) de Viquation sans 
second memhre^ on en diduira FinUgrale ginirale de Viquation avec seeond 
mptnbre par n quadratures. 

Soit 

(3) y = Ciyi -I- Cyt -♦-•..-♦- C«y. 

rint^rale de I'dquation (2). On pcut dvidemment admettre que cette expres- 
sion rcpresente ^alement I'int^rale generate de I'equation (i), pourvu 
que Ton reroplace les n constantes Ci,...,C«par des fonctions de x convc- 
nablement choisies. Et comme nous avons ainsi n fonctions indcterminecs 
Ciy C«,..., Cm k notre disposition, nous pourrons m^me les assujetlir a 
satisfaire kn — i conditions donnees arbitrairement, la n"** etant la con- 
dition que y soit Tint^gralc de P^quation (i). Nous pouvons, par exemple^ 
exiger que les n — i premieres d^rivces dc y conscrvcnt la m^me forme, 
dans rhypothise ou Ci,...,Ci, sont variables, que si ces quantites reslaient 
constantes. Nous aurons ainsi n — i equations; la ddrivcc n"« dc y devra 
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verifier I'dquation (i), ce qui donnera la «■>* Equation achevant de deter- 
miner les foncUons Ci, C*,..., C. 

Diffdrentions n fois, daos ces conditions, la valour de y donnde par 
r^quation (3); nous aurons 

... ^- c— — , 
ax 



dx dx * dx 



dx* 



C. 



rf'y . n d*y 



dx* 



C, 



dx* 






d'-«y 
dx*^ 

*^ 
dx" 



C. 



C, 



d-'y. . ^ d"-'y 

dx"-' 

d"yi 



r - ^- • u. r '''"**" 
dx"^ dx"-' 

d"y. ^c^y' 



dx* ' * dx 
(i'^yt (iCi d--*yi dC% 

dx 



dx* 



d«-«yn dC, 



dx""* dx dx"~* dx dx""* dx 

SubsUtuons ces valeurs de y et de ses d^rivdes dans I'^quation avec 
second membre; le coefficient de Ci, apris cette substitution, sera 






x.«< 



dyi 



X-yi, 



dx" dx*"* """"' dx 

et se rdduira iodentiquement k z^ro, puisque yi est une int^grale de Tequa- 
tion (2). II en sera de m6me des coefficients de €%,.,., C, et, par suite, 
rdquation se rdduira k 

d--*yi dCi d*-<y, dC« d--*y« dC, 

dx**"* dx 



•• • 



X. 



dx*"* dx ' ' dx*~* dx 
Joignons k cette liquation, qui exprime que IVquation (3) est I'int^ale 
d€ IVquation (i), les n — i Equations r&ultant de la conservation des 
formes des n — i premieres d^riv^es. Nous aurons le systeme 



(5) 



/ dC. 
*"dx 


■*-y 


dC. 
•dx*--^ 


y. 


dC. 
dx 


= 0, 






dyi dCi 

dx dx 

> ■ > •^ - 


dy, dCt 
dx dx 


- 


dy. 
dx 


dCn 

dx^° 


> 


9 


d"-*yi 
dx*-» 


dC, 
dx 


d*-«y« 
dx»-^ 


dC, 
dx 


+ 


• • • < 


dx»-« 


dC. 
dx 


= 0, 


d«-'.y. 

\ dx— ' 


dCi 
dx 


^d-*y. 
dx»-* 


dCt 
dx 


-¥■ 


d-'y« 
dx*-» 


dC, 
dx 


= X. 
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Ces n Equations etant du premier degnS par rapport aux d^rhr^es de Ci, 
C,,.'- C., on en tircra les valeurs de ces d^riv^es, en fonction ezplicite 
de la Tariable x, et Ton aura 

d^ouy par de simples quadratures, 

Ci=iHi-i-j9i(x)(i(x, C,= H,-4-j9,(x)dx...., C»=»H»-f- J(p,.(x)AT, 

Hi, Hs,...9 H» ^tant des constantes arbitraires. Les fonctions Ci, Ct,..., C» 
^tant d^termin^es, on les reportera dans la formule (3), et Ton aura TinuS- 
grale gdn^ralc de T^quation (4), avee n constantes arbitraires : 

y «yi [Hi -I- J91 (x) At] -*. y,{H, -4- Jcp, (x) rfx] -4- . .. + y.[H* + J9, («)*r]. 

Remarque. — La resolution des Equations (5) donnera toujours pour 
dCif dCt,..., dCn des valeurs finies et d^termin^es, car la condition pour 
qu*il en soit ainsi est pr^cis^ment la m^me qui exprime que Ton pcut 
disposer des constantes Ci, Gt,..., C», dans I'dquation (3), de maniire k 
attribuer k y, D^y,..., ^^^Vi des valeurs arbitrairement cboisies, c'cst-ft- 
dire que C,y, -*- Cjf^ •«-••-+- Ci,y» est vraiment Tint^grale gen^rale de 
Tequation sans second membre : ce que nous avons effectivement admis. 

La mdtbode que nous avons suivie pour tirer, de Fint^rale gdndrale de 
Tcquation (2), cellc de T^quation (i), s'appelle la mithode de la vanation 
des constantes arbilraires. 

S46. — n. Si Ton connait une int^^rale particuliire Y de T^quation 
avec second membre^ on formera son int^grale g^n^rale en ajoutant k celtc 
fonction Y, ]*integrale g^n^rale de Fdquation sans second membre. 

En effet, on peut toujours designer par Y + z I'intdgrale gcnerale de 
r<§quation (i), sauf & determiner convenablement z. Or, si Ton remplace 
y par Y 4- z dans r^quation (i), on aura 

et cctte Equation se r^duit evidemment, Y ^tant supposd satisfaire & liqua- 
tion (i), & celle-ci : 

d^z d"""*2 

qui doit determiner 7. Cclle-ci n'est autre que I'^quation (2), ou Ton 
remplacerait y par z ; la fonction cherchee z^ qui, ajoutde k Y, donnerait 
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I'int^rale de Tequation (i), est done pr^cis^ment Fint^rale gen^rale dc 
rdquation (2). 

S4T. — III. Si Ton connait une int^rale particuliere y^ de I'^quation 
sans second membre, on pent abaisser d*une unit6 I'ordre de J*equation 
avec ou sans second membre, sans qu'elle cessc d'etre lin^airc. 

Soil y=sy^z I'int^rale gdn^rale de Equation (i). Nous aurons par 
differentiation 

dy dyi dz d^y d^yt dz dyi d*z 

dx^^ dx ^*rfx' dx* rfa' dx dx '^'dx*'' 

d*y rf"y, dz d^'^yi rf"z 

dx* dx*" dx dx*-* ^ dx* 

Substituant ces valeurs de y et de ses d^rivees dans le premier membre 
de I'equation (i), on verra imm^diatement que la somme des termes 
affect^s du facteur z se r^duit k z^ro, parce que y^ est, par hypolh^se, 
une fonction qui satisfait k T^quation sans second membre. L*^quation(i) 
se reduira done k la forme 

^*dx* dx--* "* "*" dx"" ' 
Py..., S <^tant des fonctions connues de x. Posant 

— =ti, ou JK = C -♦- J udx, 

et divisant toute I'equation par y^, on aura en u une equation Jineaire dc 
Tordre n — i. La valeur de z se d^duirait ensuite de celle de u par une 
simple quadrature, et Ton aurait enfin 

y « Cy, -4-y J «dx. 

§ 3. Equations lini^aires a coefficients constants. 

14S. Lorsquc les coefficients X,, X,,.**) X* de i^^quation lineaire se 
rcduisent k des constantes a^y a^,..,^ any on forme facilement Tint^grale 
generate de cette Equation. Consid^rons d'abord I'dquation sans second 

membre 

d^'y d*-*y dy 

ct cherchons k y satisfairc par une expression de la forme y = e''', relanl 
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une constante. Substituant cette valeur de y dans le premier membre de 
r^qaation (i), et observant que 

nous trouverons 

en posant, pour abr^er, 

(3) f^) = r* -*- 0|»*-* -4- ••• -I- On^xT -I- o». 

Donc» pour que I'^quation (i) soit satisfaite, il faut et il suffit que /*(r) 
soit nul, c'iest-i dire que r soit une des racines de Tequation 

f{y) c=s r* ^- ttir*"* -+- ••• -+- Ot^KT 4- a» s= Oi. 

Cette Equation de degr^ ft, qu*on appelle XiquaXion auxiliaire, admel 
II racines que nous d(Ssignerons par r,, r^y-, r», et que nous suppose- 
rons d'abord rielles et inigales. Nous auroos done n int^ralcs particu- 
litres de T^quation (i), savoir 

et ces integrates satisferont k la condition expos^e plus haut (SJS), c'est- 
ii*dire qu'elles ne seront lides entr'elles par aucune relation de la forme 

X etant quelconque. En effet^ si Ton diff6rentie n — x fois cette equation 
et si Ton pose aje''«'=ti{, on trouve le systime 

Wi -I- Wt -♦••••-*- t*w = o, 

ntii -4- rtu% -4- ••• -I- r»tf« = o, 

rjwj -I- rj«, -+-...-♦- r2ti» = o, 



qui devrait 4tre y^rifi^ quel que soit x si I'dquation suppos^e avait lieu. 
Or, on sait 0) qu'un tcl systime d'^quations ne pent ^tre T^rifid, les quan- 
titds r^9 r^,.., r« ^tant inhales, que par les valeurs ii^eso, tr^sso,..., 
Un = o, et par suite, a^ = o, a^ = o,..., a» = o. 

(1) Voir VAtghbre de M. ficrtrand, T. Il, p. 358. 
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D'aprts cela, Tintegrale g^n^rale de T^quation (i) sera donn^e par 
la formule 

(4) y s Cie'.' -♦- Cje*"** -I- • . . ^ Ce*^, 

C|> (^v'"9 ^« ^^"^ ^^^ constantes arbitraires. 

Z49. Si r^quation auxiliaire admettalt dcs racines imaglnaires, ce qui 
prdcide subsislerait; car, soit r, une telle racine, I'expression e""*' conti- 
nucra de satisfaire k I'dquation di£Kreiitielle. II suffit, pour s'en assurer, 
d'observer que la seule propridtd de cette fonction sur laquellc nous nous 
sommes appuy^s, savoir 

D,e'"i' = rie'i*, 

subsiste lorsque r^ est imaginaire (0. Mais, pour obtenir Tint^rale g^ndrale 
sous forme rdelle, on remarquera que les racines imaginaires de T^quation 
auxiliaire sont conjugu^es deux k deux, en sorte que si Ton a 

n sa a -t- (3i, on aura r^=ia — (3^, 
ct par suite 

CiC"*' -I- C.e'** = Cie^-*"?'** -4- C,c'«-?'»* 

«=a e"* [Ci (cos (3x -♦- 1 sin Px) -*- C, (cos (3» — « sin (3x)] 
= 6** (A cos |3fl; -4- B sin (3x), 

en posant C^ -4- C,«:A, (C^ — CJ« = B, et regardant A et B comme 
des constantes arbitraires rdelles. Ainsi, cbaque couple de racines imagi- 
naires adz^ de r^quation f\r)=Oy donnera I'intdgrale particuliere r^elle 

««« (A cos |3x -4- B sin (3x), 

renfermant deux constantes arbitraires, et rempla^ant consdquemment 
dans r^quation (4) deux int^rales particuli^res d^duitesde racines r^elles. 
150. Supposons que I'^quation auxiliaire ait des racines 6gales, et soit, 
par exemple, r^^=r^. Lc raisonnement par lequel nous avons prouv6 que 
la formule (4) donne Tint^rale g<^n^rale ne subsiste plus; du reste, cette 
formule devient 

y = (Ci -4- Ct) C" -i- Cze"** H H Ce'*', 



(1) Oo a, en effet, d'apr^ la definition de la fonction eF quand z est imaginaire (97), 
_- = /!„» szUmtT' — = /imc^«( r-*-—- -*-- )• 
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et y, ne renfermant plus que n — i coostantcs arbitraires, ne peut etre rin- 
Uigrale g^ndrale. Mais nous irouveronsune nouvelle int^rale particuliire, 
propre k remplacer celle qui a disparu, en obseryant que T^quation (a) a 
lieu quelle que soil la valeur de r, et que^ si Ton derive ses deux membres 
par rapport k r, on aura une nouvelle identity. Intervertissanl Fordre des 
differentiations dans le premier membrc^ et remarquant que Dre''=xe'*, 
on aura 
d^.xe" d*~'*.xc*'' d,xe" 

Mais puisque, par hypothise, r^ est une racine double de I'dquation 
f(r) = o, on a 

/•(rO = o, r(r,) = o; 

donc^ le premier membre s*annule pour r = r^^ done y = xe**!* est une 
int<SgraIc de T^quation proposec. La racine double r, correspond done k 
une intcgrale 

dc requntion (i), et Tint^rale gdn^rale sera, avec n constantes arbitraires, 

y = (C, -♦- CiX) e**!' -4- CsC'i* -4- ... H- CC"'- 

On verrait, dc m^mc, que si r^ est une racine triple de Tequation /\r)=^o 
ou si r3 = r,«=ri, y=x*«^' sera une integrate de r<^quation (i), k cause 
des dqualions 

f{r,)='0, /•'(r.) = o, rW=o. 

et Tintegrale purticuliire 

yc=(C, -♦-C,x-f-C3X«)c'.' 
remplaccra Ics integrates correspondantes aux racines ri, r,, rs dans 
r^quation (4). Et ainsi de suite. 

Gctte m^lhode s'appliquant aux racines imaginaires multiples aussi bien 
qu'aux racines rdelles, si liquation auxiliaire admet, par exemple, les 
racines doubles conjugu^es a d: |3t, les termes correspondants dans 
rintegrale gt^n^rule seront 

e^ [(A, -4- A^) cos (3x -+- (B, -4- B^) sin (3x], 
Ai> Ag, Biy B, dtantdes constantes arbitaires. 

151. Consid^rons maintenant Fdquation lin^aire avec second membre 

d-y rf--*y dy 

et examinons d*abord deux cas particuliers. 



— 425 — 
1® Lcs coeflScients a^, a,,..., a» sont nuls, ct Tequation a integrcr est 

L'iot^rale gdn^rale de I'^quation sans second membre est ^videmment 

y = C| -*- C,x -♦- ••• -4- Ci,x*'* ; 

on a une int^grale particuliere Y de I'dquation proposee en effectuant n 
intiSgrations succcssives sur la fonction X^ sans introduire de eonstantes 
arbitraires. On aura done 

y = C^ -♦- C,« -4- ••• -♦- C„x"~* -+- J d3C J dx,.. J Xdx 

pour rintdgrale g^ndrale cherch^e. 

2^ Si le second membre X de Equation (6) se r^duit k une constante a, 
il suffira de poser 

Qnt/ — a = a»«, 

pour avoir en z une Equation lin^aire sans second membre. 

Revenant au cas g^n^ral, appliquons la mdthode de la variation des eon- 
stantes. L'^quation sans second membre aura pour int^rale g^n^rale, 
comme on sait, 

y =a Cje'i' -4- CjC*' -4- ••• -♦- Ce*^"', 

^i> ^t>***> ^» ^tant les racines, reelles et in^gales, de T^quation auxiliaire 
f(r) S3 o. Le systime d'dquations (5) du n** S45 devient ici, ^videmment, 

en posant g^n^ralement-j-^ C** == ti,-, 

ax 

Wj -4- ttj -4- ••• -4- w« = o, 

r^U^ -4- r,M, -4- ••• -4- VnUn = O, 



rj"*!!, -4- r;""'w, -4- ... -f- r;-'M« =» o, 
r^^^ui -f- r;""*M, -4- ... ^- r;~*ii» =^ X, 

Or, on $ait(i) qu'un tcl svst6me d'dquations donne pour Tinconnue Ui la 
valeur 

X X 



tii = 



(r,- — r,) . .. (n — ri-i) (r,- — r,>t) • •• (n — r^) /"' (r,) 



(1) Bcrtrand, loc. cit. 
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d'ou 

d*oU| en integrant, et mettant en Evidence la constante arbitraire H«, 



Ci a* Hi -4- 2v4-T f Xer^t'dx. 
f (r.) ^ 



L*int^ale gdndrale de I'^quation (6) s*obtiendra done en rcmpIa^ntC* 
par cette valeur dans Tint^grale de I'^quation sans second membrc, ei 
sera 



y - r «"' [h.- -^t^T) J" x«-'^<fe]. 



II est bon d'observcr que, daos certains cas, on determine facilement 
uncint^rale particuliere de r^quation(6)9 el qu'il suffit alors d*appliquer 
le th^orime du n* S46| et d'ajouter cette intiSgrale a TintcSgrale gen^rale 
de I'^quation sans second membre, pour avoir celle de r^quation(6). 

Si I'cquation auxiliaire pr^entait des racines imaginaires ou des racines 
^ales, il faudrait appliquer la mdthode de la variation des constanles^ 
apr^ avoir mis I'int^rale de F^quation sans second membre sous la forme 
qui convient & la nature des racines de F^quation f{r) s=s o. 

Exercice^. 
Equations I coefficients constants sans second membre : 

d'w d*y ^ d^y ^d^y dy 

da^ dx* dar dx* dx 

R. y =3C|«"*-*-e*» (Acos;tx + Bsin2sar)-i-e^(AiCOS«-i-BiSin«). 

d^y 
9. -— -t-a*y=:o. R. y = Acosa« + fisina«. 
ox* 



d*y 
41. j3—'»*y = o* 1^ y = Cie«*-i-c 

d*y ^d^y ^d^y ^dy 



rAc„,?±5+B«a?i^\ 



R. y = (Cj + QfZ) e«* -H e* (A cos 2« + B siu 2«). 
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R. y = C,«»V^-t-C,«^/5r-4-(Aco8 3«l/2H-Bsina»k^). 
9. -T^H-an'-T-s-t-tt^y^o. R. y = (C4-4-C,«)co8na5-*-(Cj-*-C4x)8inw». 

AppIicatioD de la m^thode de la variation des coostantes : 



R. y=C|«»H- 



C.*- + C.r- + gL^^^g^-g). 



fPy dv if" 

•. :73-l-«T^— 6o«y — «^, R. y = C|C«~H-C,er»«H- 



clx« • d» '^ • - jr -t - 1 (w + 3a) (m — 2a) 

lot^ratioo des Equations avec second membre par la rcchercho d*une integrale par- 
Ucnli^re (S4W) : 

dht dy 

«•. -r-^-4-2r=^-+-2y = «. 
(»' OOP 

R. On cherche one integrale de la forme Y = a« + /3, ce qui conduil a P^qualion 

2a -4- 2 {a« Hh ^) = OP, 



d*oii 



2a = Z, /3=B — «^ t 

2 



en sorte que Ton a Tint^ale particuliire 

c«- 1 
Y — - — i> 

2 

qn'il suffit d'ajouter k Tint^rale g^n^rale de T^quation sans second membre. On trouve 

9 — I 

y = e^* (A cos « -h B sin x) n • 

d*y d^y dy 
dafi •* cf«« ' dx 

R. y = C4«»H-«»(Acos2»-l-Bsin2«)— ^ ?ia^-l- Aaj4-|^. 

5 35 125 625 

••• T-^-f- y = 2cosm»-i-3 Sin mop. — On cherche une integrale particuli^re de 

la forme «cosmd;*t-/3 sin m«; a et ^ sont determines par deux ikiualions, et Ton 

trouve 

. n . 2 cos m» -t- 3 sin ifUD 

y = A cos « -I- B sm «H • 

I — m« 

d"y d*"«y nfn — i) ^d^*y _^ ^,dy 

o«* cfaB»~» I '2 (fa"~* <te^^ 

R. y = «" (C. -*- C,» 4- €,«• -♦- — 4- C„c^«) 4- , ^** ,. ' 

' (m — a)* 
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141. --^ — 2:r3-4-y = a«* ■*-^«^*-+-ysiu«-l-«cos*. 

dx* dJr 

R. Oo esstiera one solution de la forme 

Y = a,«*tf*H-^,aj*rf^-|-yi sin « H- ^i COS «. 

On troove par Pint^grale g^nerale 

y = ( Ch-C|»h-^«" I^"*" ( C« -+-€,«-*.-»■ jc^*-+- -sin«-i--cos». 

Equations k coeiBents variables : 

(Ctf dy 

fft. (,^a)*^--4(*H-o)^H-6y = o. 

Posant y = (« -I- a)% on troave r<^oation auanliaire 

r{r — i) — 4r-4-6 = o, ou r" — 5r-h6«5 0, 

donnant pour r deux valours convenables. 

y = Cj («-+-fl)»-i- Ci(a;-4-a)". 
G^o^rallscr. 



CHAPITRE XLL 

INTEGRATION DES EQUATIONS DES ORDRES SUPJfcRlEURS PAR DES 

procEdEs PARTICULIERS. 

359. Eq dehors dcs Equations lin^aires, on ne salt int^grer qu*un 
petit noiubre d'^qtiations diffi^rentielles de formes particulieres. Nous 
allons indiquer lesj)rincipalcs. 

Equations ou manque Vune des variables. — Lorsque Tune des varia- 
bles X, y manque dans Tequation, Tordre de celle-ci s*abaisse d*une unil^. 
Ainsi, il suffit de poser D,y = p pour ramener I'dquation du second ordre 

Cettc dquation, etant integree, donnera p en fonction de x avec unc 
constante arbitraire. On aura done 

p=^ = © (x, C), y = J ? (Xy C) dx -^ C,, 
ce qui sera I'integrale gene rale. 
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Si r^qnation propos^e ^tail 



fQ'%'2y°' 



]a m^me substitution donnerait 

et en int<!grant I'dquation du premier ordre 
ontrouverait 

^^ P <P(y.C) ' 3<p{y,C) 

Soit, comme exemple, I'^quation 



? \dxj 



elle devient^ par la substitution dy = pdxy 

dp ^ dp P 

en divisant par py. L'int^rale de cette Equation lin^airc etant 

p = y (C -4- m 1. y) = my 1. C'y, 



on a 



^=myl.C'y, mdx=^-^y mx + C, = 1. 1. C'y, 

d'oii, enfin, 

1. C'y = e-*+c,. 

S51. Equations qui tie renferment que deux dirivSes consecnlives, 
Cas particulier des prdc^dentes. Soit I'cquation du second ordre 



;' '\dxj' 



dx' 
la subtitution indiqu^e plus haul donnera 
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lot^grant et rtSsolvant par rapport k p, on tirera de cettc Equation 

p = 9(«,C), y = C, ■4-J(p(x,C)rfx, 

ct Ton aura Tint^rale gdndrale. 
Ainsi, I'equation 

devient 

-r- ■= |/i -♦- p'l ou d« = . " 
<^* |/n-p« 

On en ddduit par Tint^ration 

x = C-+-l.(pH-|/i-4-p*), p-4-|/n-p« = <r-«, 2p -= e»-* — e-<»-«=», 
ct par suite, 

CMC 2 J t 2 

Remarque. Si Ton eprouvait trop de difficult^s k tirer de I'equation 
entre x et p la valeur de p en x, on trouverait y en fonction de p par 
I'equation 

et rdlimination de p entre Ics expressions de x et de y conduirait k Tintd- 
grale cherehdc. 

En general/ I'equation 



^Vdx-7 



s'abaissera au premier ordre, si Ton pose ies=D]|~*y,et,apre8avoir intdgrd. 
on exprimera % en fonction de x, puis on trouvera la valeur de y parn — i 
quadratures successives (151). 
S54. Considdrons encore les Equations de la forme 

ciy designant toujours par p la derivde premiere de y, nous aurons (SftS) 



— 43i — 

ct, en intrant, 

D'rtu nous tirerons, en remplagant p par sa valcur, 

«** ^ C + 2 i f{y) dy 

et, au moyen d'une nouvclle quadrature, 



^' > 



VC + 2 f 



he m^niey si Ton avail une Equation telle que 



dx 



<n 



^\da^-*) 



on commencerait par poser « = D;|-*y, et par inl^grcr I'dquation 

comme ci-dessus. La yaleur de x en fonction de z dtant connue, on en 
d^duirait celle de z en fonction de x» puis la valeur de y en x s*obtiendrait 
parn — 2 quadratures successives, 

S55. iquatioM homogenes. — Lorsqu'une equation du second ordre, 
mnltipli^e par dx^^ est homogine par rapport k Xy y, dXy dy, d^y^ consi- 
ddrds comme autant de variables, on ^limine facilement xtidxAe Tdqua- 
lion. Pour cela, on posera 

X ^ dx ^* dx* x' 

et comme y, dy, d^y sont ainsi remplacds par des fonctions du premier 
degrd en x, dXj il est clair que Fdquation transformee sera homog^ne par 
rapport k x, dx, Mais la differentielle dx ayant evidemment disparu de 
Fequation, il faut n^cessairement que x ait disparu en m^me temps, en 
sorte que Fdquation ne renfermera plus que u, p, q, Ainsi, Tcquation 



dx* dx 



^--ft-^wt-^y=^ 



satisfait k la condition proposde^ et dcvicnt par la substitution indiqudc 
x'- — px — nux = o, ou q = p -^^ nu. 

X 
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Gela pos^, soil 

9 = f{^^ P) 
Tequation entrc ti, p, f , r^Iue par rapport k q, Les dquations 

y = MX, dy = pdx 
donnent racilementy comme on Ta yu (S16), 

, . dx du 

(a) — == ; 

^ ' X p — u 

eif d*autre part, on a dvidemment 

d*y dp q dx dp 
dx* dx X X q * 

ou, en ^alant les vaieurs de ctx, et mettant pour q sa valeur en ti, p, 

Cette <$quation du premier ordre entre i« et p pourra s'inUSgrer, daos 
certains cas, et conduire & une valeur de p en fonction de ti, renfermant 

unc constante arbitrairc 

p =» 9 (ti, C). 

Substituant cctte valeur dans I'equation (a), on trouvera 

dx du 1 n ( ^^ 

X cp (ii, C) — M J 9 (tt, C) — tt 

e(, en rempla^ant u par sa valeur y : x apres Tint^radon, on aura Tintc- 
grale g^n^rale entre x ety. 

Par exemple, Tequation indiqude plus haut nous donnera 

— £- — ou (p — u)dp — (p H- nu) du = o, 

p-^nU p — U ^ / r \r / 

Equation facile k integrer, si on T^crit 

pdp — nudu — (ttdp -*- pdu) = o. 
L*int^gralc est 

p' — nu} — 2ptt = C, ou p = tt -fc |/C -♦- (n -H i) «', 
et rdquation (a) devient, par la substitution de p, 

dx du 
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Intigrant de nouveau et rempla^ant u par sa vnleur y : x, on trouvcra 
enfin 

S56. Lor$qu*une Equation de Pordre n est horoogcne par rapporl a y, 

dy d*y 

-p* -T^ vM on abaisse d*une uniti Fordre derequation, en posant 



s^=="y 



-, , d*y du dy /du .\ 



La variable 2/ disparatt comme facleur a tous les termes de T^quation, 
et I'on a, enlre u et x, uoe equation de Tordre n — i. 

Sft7. Integration'par les sines. — Le nombre des Equations diffdren- 
tielles que Ton sait int^rer sous forme finie dlant tris petit, on a du 
recourir aux mdthodes d'approximation. La marchc que nous avons suivie 
pour dtablir I'existence de I'int^ralc (voir les cb. XXXVII et XL) permet 
de calculer les valeurs de I'intdgrale y, pour des valeurs donndes de x, 
avec autant d'approximation que Ton veutO), mais cette mdthode est tris- 
pdnible. Le ddveloppemcnt de la fonction int^rale y en sdrie convergente, 
lorsqu'ii est possible, convient mieux au calcul de cetlc fonction. On peut 
employer pour cet objet la formulede Taylor ou cclle deMacIaurin, I'dqua- 
tion diffdrentielle de I'ordre n permettant de calculer toutes les ddrivdes 
de y, k parti r de cet ordre, en fonction des n — i premiires, qui reslent 
arbitraircs, pour la valeur xs^xoou x=o de la variable. Mais on admet 
ainsi que I'int^rale est ddveloppabic en sdrie convergente suivant les 
puissances entiires, positives et croissantes de x ou de x — Xo. La mdthode 
des coefficients inddterminds est plus gdndrale ; voici en quoi cllc consiste. 

L*dqua(ion diffdrentielle entre x et y dtant supposde rcduite h un poly- 
n6me rationnel et entier par rapport ii y et a ses ddrivdes, cgald k zdro, on 
cherchc h satisfaire h I'dquation par une expression de la forme 

y == Ax« -f- BrP -♦- CxV -4- Dx^ -h •••, 

^9 ^9 79 ^9 •••9 dtant des exposants quelconques^ mais croissants; A, B, G, 
D,... des coefficients constants. On forme les ddrivdes de y d'apris cettc 
Equation, et, substituant leurs valeurs dans le premier membre de Tequa- 



(1) On peut voir le developpement de cette mcthode dam Us Lecom de calcul diffH^ 
retUiel et de calcul intigral de M. I'abbe Moigno, t. H, 27« et 28« legons. 

81 
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lion donnde, on ramine ce premier membre i la forme d*une s^rie 
ordonn^e suivant des puissances croissantes de la variable x. Les coeffi- 
cients des diverses puissances de x devant ^tre nuls s^par^ment, pour que 
r^quation soit satisfaite quel que soit x, on obtient aiasi une sdrie de con- 
ditions qui ddtermincnt les cxposants a, |3y /,.•., et les coefficients A, B, 
G,..., sauf un certain nombre d'cntr*eux qui restent arbitraires et sont les 
constantes arbitraires de I'int^rale g^ndrale. 

II reste alors i vc^rifier si ces valeurs de a, (3,..., A, B,..., substiiuees 
dans Texprcssion de y, donnent pour y et pour ses d^riv^es successives 
des series convcrgcntes, car cette condition est ndccessaire (95t). 
Appliquons cette m^thode k I'^quation 

ou m, n sont des constantes donn^es. La substitution, dans le premier 
membre de cette Equation, des valeurs 

y ss: Ax* -♦- Bx? -♦- Cx*' -*-•••, 
^ = Aax«-* -♦- B^xM ^ Cyxv-* -^ ..., 

-j^ = Aa(a — i) x«-« ^ B(3((3 — i) x^-« ^- Cy(y — i) x^-* -♦- ..., 
dx 

donne^ en groupant les termes en A, B, G,..., 

A[a(m-+-a— i)x*~*-+-nx*]+B[P(m-*-P— i)x?"*-t-nx?]-f-C[y(m-t-y— i)x^~*-Hiix^^ 

L'exposant a — 2 est moindre que tous les autres ; il faut done que le 
coefficient de x*~* soit nul ; done, on doit avoir 

assso ou m -^^ a — 1=0. 

Adoptons d'abord la premiire valeur; Ic terme en x* ne pent ^tre nul, 
k moins qu'il ne se r^duise avec I'un des suivants. Nous poserons done 

(3— 2 = a, y—2=«(3, a — 2=7,,.., 

et, ^galant k z^ro les coefficients des diverses puissances de x, nous aurons 

An-*-B(3(m4-(3— i)«=o, Bn-*-Gy(ni-*-y— i)=o, Cn^-D^(m-*-J— i)«o,... 

Nous d^duisons, de ce double systime d*^quations, 

a = o, (3 = 2, y = 4» ^=6,..., 



•=o. 
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B«__!!i_, c - I ""'^ D= ^ , 

2-(m-*-i) 2-4(i»-4-i)(m-4-3) 2«4«6(m-*-i)(m4-3)(m4-5)* 

ct la valeur de y devieat, par la substitution, 
, y . r *»*' »'«* WV 1 

(2) tl=>A|l— > 1 I .. _ I 

L 2(i»-*-i) 2«4(m-f-i)(m-*-3) 2*4«6(iit-4-i){m-*-3)(m-*-5) J 

Le coefficient A reste seul arbitraire ; ce n*est done \k qu'une int^aie 
partieuliire. Mais nous en obticndrons une seeonde en adoptant pour a la 
seconde valeur, et en admettant encore les mimes relations entre a,|3,y... 
Nous aurons ainsi 

a=i— m, p = 3 — m, y = 5— m-.., 

2(m— 3) ' 2-4(m— 3)(m — s)' 2.4.6(w — 3)(w* — 5) (♦»» — 7) * 

et, par suite, nous obtiendrons I'int^rale particuliire 

(3) y=Ax*~* I -♦- I H 1 —-♦- ... I 

L «(»»— 3) 2.4{m— 3)(fn— 5) 2.4-6(m— 3)(m— s)l«i— 7) J 

A pent designer des constantes diffdrentes dans les equations (2) et (3). 
L'dquation proposde dtant lindaire et sans second membre, la somme des 
deux int^rales particulicres (2) et (3), renfermant chacune une constante 
arbitraire, donnera Tint^Sgrale gdndrale avec deux constantes arbitraires. 

Le rapport d'un terme de rang p + i au prdcddent es(, dans les deux 
series respectivement, 



2p (i» -4- 2p — i) ' 2p(m — 2p — i) 

Ces rapports tendant vers zdro pour des valours inddfiniment croissantes 
dc p, les series restent convergentes quel que soit x, et Ton voit facilement 
qu'il en est dc mime de leurs ddrivdes premiere et seconde. Ainsi, la solu- 
tion trouY^e rdpond bien k I'dquation (i). II y a exception lorsque m est 
un nombre impair n^atif, car alors les termes dc la sdrie (2) deviennent 
infinis k partir d*un certain rang ; et lorsque m est un nombre impair 
positif, la s6rie (3) devenant alors illusoire. Dans Tun et I'autre cas, nos 
formules ne fournissent done plus qu*one int^rale particuliire de I'dqua- 
tion diffi^rentielle, et a I'aide de cette iht<Sgrale$ on pent ramener I'dquation 
au premier ordre comme nous Favons expliqud C^^)* 
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Dans le cas parliculier ou m == 2, Tint^ale g^n^rale de r<$quation se 
r^duit k 

ytssAl I 1- ••• IH 1 I h ••• 1* 

^ \ 2-3 2-3'4-S / * \ ''^ I-2-3-4 y 

ct Ton reconnalt sans peine que cette ^nation revient h celle-ci : 

A sin X i/h A' cos x }/n^ 

yea -__ 1 . 

xyn * 

Si m B= I, rinuSgrale (3) devient illusoire, et Ton n'a plus qu*une intd- 
grale parliculiire 

^ \ 2« 2»-4» 2*-4'-6* J 

Exereices, 
Equations ne renfermaot pas y (SS9) : 

dx' o 

ax* xdx 
^dFy / dy«\i „ ^^C (a^-C)dz 



( 



P 3 'a Jl/3Cj.-aV 

EqnatioDi ne renfermant que deux iiriries eons^atives (SM) : 

•. «§±(»+^!y=<»- »• (»-C)« + (y-C.)«=«». 



o — ^ 
(to* 
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tiqnatioDS appartenant au type da u« SftS. 
•. y»^ = o«. R. C (« — €,)•= Cy« — o«. 

"•S=p^* ^- 36 (»-C,)«=k^(C+4|/J0(4y--4C 1/7-4- C«). 
Equations homog^nes (SSS, Sft€) : 



«i 



*•. *"5;^ — »j| — 3y = o. R. «» = C,(y-*-Ky«4-C««). 
(Py dy^ ydy 

Int^ratioQ par les series : 

dv 

ox 

V 1-3 1-3.3 / V4 4-5 4-5-6 / 

«Py dy , 

2 I- 2*3 I*2*3*4 

(te" » ' y^ 2 2*-3 2*-3»^4 J 

Ce n*e8t qa*une intdgrale particuliire. 
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« __. r aa»^« o«x««-K a^x-'^» "I 

*^^ L (*+x)(»-*-2) i-a(«-Hi)(an4-3)(fi-i-a)» i«a-3(n-4-i)(3n4-3)(3n-«-5){fi-i-2)» "*J 

"*" L' (*+3)(«-*-2) "*" i-a(fi-f-3)(2«+5)(»-H8)» I- 2-3(*M-3)(2n-t-5)(3in-7)(JH-a)» J 



CHAPITRE Xm. 

INTEGRATION DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES SIMULTANfiES. 

S5S. Soient X, y, z,... u des fonctions^ en nombre n, d'une m^me 
variable independante (, deGnies par un sysleme d'^quations du premier 
ordre, que nous supposcrons d*abord r^solues par rapport aux d^riy^es de 
X, y,***» ^f ct mises sous la forme 






Si Ton applique k ce systime d'^quations, en la g^ndralisant, la m^tbode 
que nous avons indiqu^e au cbapitre XL, § i, pour un systeme de deux 
Equations, on d^montre qu'il existe toujours un systime de valeurs pour 
Xy y,... Uy capables de satisfaire aux Equations (i), et de recevoir, pour 
une valeur donn^e U de la variable, des valeurs donn^es arbitrairement 
Xo, yov9 ^* 11 ^&u( c^ ^^ suffit, pour cela, que les fonctions /let leurs deri- 
v^es pnrtielles du premier ordre en Xy yv**9 ^» '9 soient finies et conti- 
nues dans le voisinage du systeme de valeurs xo, yoy., i<ot <o- Ces infe- 
graleSy renfermant n coostantes arbitraires Xo, yov^ ^9 ^^ ^ autres 
constantes C%yC%y...yCn qui permettentdecboisir arbitrairement les valeurs 
de X, y,.**; ^i pour une valeur donnde to de la variable, se nomment les 
intigralea ginirales du systime (i). Toutes celles qui en d^rivent par 
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]'attribiition de valeurs parliculiires aux conslantes d^ Ct,.**} sont des 
inUgrales particulihres. La m^tiiode rappel^e ])erniettra]t d'ailleurs, ^tant 
doQD^s Xoi yo;.««; tfo pour une valeur to de t, de construire avec autant 
d*lipproximation qu'on le Toudrait les courbes qui sont la reprdsentation 
geom^trique des inUSgrales. 

S59. L'une des nidlhodes les plus comtnodes^ pour rintegralion d'ua 
systeme d'dquations de la forme (i)^ consiste ii ^liminer, par des diffe- 
rentiations successives, toutes les fonctions inconnues sauf une seule, 
dont la recherche depend de riftlegration d'une Equation de Tordre n, 4 
deux variables. 

Differentions les deux membres de la premiere des equations (i), ce 

qui introduira dans le second membre les diriv^es -r-» -r-f'f -?-> 

at at at 

multipli^es par des fonctions connues de x, y,..., u, t. Rempla^ons ces 

deriv^es dc y, Zj,.,, u par leurs valeurs, donn^es par les n — i derniires 

Equations (i); nous aurons ^videmment un resultat de la forme 

d^x / dx \ 



Derivant de nouveau par rapport a < et ^liminant les derivees dc y, 
Zy.,.f u de la m^me mani^re, nous trouverons 

d*x / dx d*x 



X / dx d*x \ 



et ainsi de suite, jusqu'ii ce que nous arrivions k une (Equation 

d"x / dx d"-*x \ 

Les n — I equations que nous venons de former, jointes k la premiira 
Equation (i), ferment un systeme de n Equations entre lesquelles on pent 
eliminer les n — i variables y, z,**** ^9 <iui n'y figurcnt plus par leurs 
ddriv^es, et cette Elimination conduira a une dquation de Tordre n par 

rapport h x, 

d"x / dx d"""*x \ 

L*int^ration de cette equation donnera x en fonction de t avec n con- 
stantes arbitraires Ci, Gi.., Cn. Les valeurs de y, 2,..., u se trouvcront 
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ensuite sans nouvelle integration, en r&olvant, par rapport k ccs varia- 
bles, n — I d'enlre Ics Equations 

apr6s qu'on y aura remplac^ x et ses ddriv^es par leurs valeurs en fonction 
de t. On aura doncy, z,... en fonction de t et des mdmes constantes arbi- 
traires d, d,... qui figurent dans Texpression de x. 

S60. InUgration des Equations liniairea a coefficients constants. — 
Lorsque le systime (i) sera form6 d*^quations lin^aires par rapport a x, 
y,>..9 Uf il est visible que toutes les Equations que Ton en d^duira par des 
differentiations successives seront aussi lin^aircs, et qu*il en sera encore de 
m^me de T^qualion finale en x. L'int^ration d'un systeme de n Equations 
lineaires du premier ordre d^pendra done dc Tintc^gralion d*une Equation 
lin^aire dc Tordre n, et de plus, si les coefficients des premieres sont 
constants, T^quation d'ordre n sera k coefficients constants et s'int^era 
sans difficult^ par les m^thodes exposces pr^c^deniment. Appliquons cette 
mdthode au systeme de deux Equations 

dx 



dt 



■+- 2x -♦- y = 7t — ge* 



9 



dy 

-^-♦-4X + sy = 4c'— 3*. 

Differentiant la prcmiire, ct y rempla^ant -~ par sa valeur fournie par 

la seconde, on a 

d^x dx 

^ + 2-^ — 4* - 5y c= 7 + 3t _ 136.; 

puis, subslituant k y s» valeur tir^e dc la premiire Equation, 

d^x dx 

•^ -^7^-^6« = 7H.38« — s8e'. 

IntiSgrant d*abord I'^quation sans second membre, on trouve requalion 
auxlliaire 

r* -♦- 7r-*- 6 = 0, d'ou ri=— i, r,=«i — 6, 
et I'int^rale g^n^rale 
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Pour avoir une intdgrale particuliire de rdqualionavcc second membre, 

il suflBt d*7 substituer 

«= a -♦- Pt ■+- yeS 

et les valeurs de a, (3, y, seront 

Ajoutant cette integrate particuliirc a Tint^rale de Pdquation sans 
second membre, on aura Tint^rale g^n^rale de I'equation en x, savoir 

« = — — -♦- — t — — e' 4- C,e-' H- €,«-«'. 
9 3 7 

On remplacera x et sa d^riv^e par leurs valeurs dans la premiere dcs 
Equations propos^es, et Ton trouvera 

SS 17 22 

9 3 7 

Si requationauxiliairerenfermait dcs racines imaginaires ou des racines 
^gales, on appliquerait les r^les qui ont ^t^ prescrites pour ces cas au 
chapitre XL. 

S61. Lorsque Ton suivra cette marche pour Tint^gration d^un systime 
d'dquations de la forme (i), on sera g^n^ralement conduit, comme nous 
I'avons dit^ h une Equation diff^renticlle de Tordre n entre deux variables; 
mais il pourra arriver, dans certains cas particuliers, que I'equation finale 
en X soil d'ordre inf^rieur k it. Si^ par exemple, il suffisait de difF^rentier 
n — 2 fois r^quation 

dx ^ , . 

pour que les variables y, Zj,,.^ u disparaissent toutes, I'dquation entre x 
et t serait de Tordre n — i, et donnerait une valeur de x ne renfermant 
que n — i constantes arbitraires. Mais alors aussi Ton n'aurait plus que 
n — 2 Equations distinctes pour exprimer les n — i variables y, iSv"9 ^» 
en fonction de t et de ces n — i constantes, et Ton devrait faire une 
nouvelle int^ation. Ainsi, portant les valeurs de z,..., u dans la seconde 
des Equations (i), et rempla^ant x par son expression d^jii connue, on 
aurait une Equation du premier ordre entre y et (, Equation dont Tint^- 
gration introduirait une nouvelle constante arbitraire qui compldterait 
les It constantes n^cessaires pour I'int^Sgration complete du systime (i). 
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U^t. II est quelqucfois plus simple de suivre une m^thode diff^rente, 
dans I'lnl^ration du systime (i). Gette m^thode, qui s'applique aux Equa- 
tions lin^aires k coefficients constants, a Tavanlage d'etre aussi parfois 
applicable k des Equations lineaircs h coefficients variables, et nous pren- 
drons pour exemple un tel systime. Soit 

gH.T(a'arH.6'y) = T., 

Ty Ti, Tfl dtant des fonctions de (. Multipliant la seconde Equation par ud 
facteur indetermine X, et ajoutant les Equations membre k membrc, on 
obtient 

^ ^ X^^ T [(a -♦- Xo')x -4- (6 ^- X5')y] = T, -i- iT,. 

Or, si Ton pose x + Xy = V, et si Ton dEterminc la constanle 1 d*apres 
la condition 

6 -+- X6' = A (a H- >o'). 

I'Equation diffErentielle deviendra une Equation linEaire du premier ordre 

dV 

^ ^ (o -*- Xo')TV = Ti -♦- XT,, 

at 

dont FintEgrale gEnErale sera 

V = a ■+- Ay =. e-^a-^un/rdi [c -♦- J (Ti ^ XT.) e^^^^'^f-^^dtl. 

L*Equation qui dEtcrmine X est du second degrE, et admet deux racines 
Xi, Xt. Substituant succcssivement ces deux racines dans TintEgrale 
ci*dessus, et dEsignant par d, Gt les constantes arbitraires correspon- 
dantes, on aura^ pour dEterminer x et y en fonction de t, deux equations 
du premier degi*E. 

S6S. Lorsque les Equations (i) ne sont pas linEaires k coefficients 
constants, I'application de la mEthode gEnErale du n"* 959 conduit rare- 
menti une Equation diffErentielle finale que Ton sache intEgrer. Mais par- 
fois Tintroduction d'une nouvclle variable permet de rendre linEaire un 
systemequi ne TEtait pas. Par exemple, si Ton avait le systeme 

dx dy dz 

ox -♦- 6y -*- cz -^l a'x ■+- 6'y -♦- c'z -i- I' o"x ■+- 6"y -4- c"z -+- /" 
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a, 6,... 2, a'... ^tant des constantes^ on introduirait une variable if dont 
la difFdreDiielle dt serait ^al^e k I'un quelconque des rapports pr^eddents, 
et J'on int^rerait sans difficult^ le systime lindaire 



dx . g dy dz 

di at dt 



• • • 



> 



apr^ quoi r^limination de ( donnerait deux Equations entre x, y, z. 

La forme particuliire des Equations que Ton a & intdgrer suggire 
fr^quemment d'autres transformations ^l^antes qui simplifient I'int^ra- 
tion^ mais il n*y a pas de r^le g^ndrale & donner. 

S64. Equations aimultaniea des ordres supirieurs au premier. — La 
m^thode g^nerale du n^SSII s'applique facilement & des Equations simul- 
tan^es d'ordrcs quelconques. Concevons, pour fixer les iddes, deux Equa- 
tions entre x, y, t, dans lesqiielles Tordre de la plus haute derivde soil 
marquE par 2 pour x, par 3 pour y, et supposons les deux Equations rEso- 

d^x d't/ 
lues par rapport k -j-^ 9 -r^* On pent rEduire ce systime k un systime 

de cinq Equations du premier ordre : il suffit de poser 

*?=x' ^=«' :^=«" 
dt "' At ^' dt ^ ' 

et les Equations donates se ramenant k la forme 

^= /i («, y, A y', y", 0, ^'= A («. y, a^. y'. y". 0. 

on aura, entre les six variables x, y, x', y^ y", t un systimc de 5 Equa- 
lions, semblable au systEme (i). On en conclut immEdiatement que le 
systEme proposE admet comme intEgralcs gEnEralcs deux fonctions x, y 
de tf renfermant dnq constantes arbitraires. 
Si Ton avait trois Equations du second ordre 

-|pr = /* (*' y» ^' 0» ^= A {xy yy ^y 0> d^t = /» (*' y* ^' ')' 

on pourrait leur substituer le systEme de six Equations du premier ordre 

dx , dy , dz 

d« ' dt ^' dt ' 

dx' ^ , s dy^ J, , ^ dz' ^ , , 

•^=/i(»^ y» «^ o» -ji^fti^^ y» ^» 0» "di^f^i^* y» *> 0- 
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L'int^ratiOQ de ce syslinie et 1 'Elimination des variables auxiliaires x', 
y\ z* donnerait un systeme d'int^rales g^n^rales en Xy y, z, I, ayec m 
constantes arbitraires. 

En general, on voit par cette m^hode que si le nombre des fonctions 
inconnues est dEsign6 par h^ si les ordres des plus hautes d^rivees qui 
entrent dans les k Equations sent respectivemenl m pour x, n pour y,..., r 
pour tt, les Equations donnEes etant d'aiUeurs rEsolubies par rapport i ces 
dErivEes de Tordre le plus ElevE, on pourra satisfaire au systeme des 
Equations donnEes par des valeurs de Xy y,..., ti, fonctions de f et de 
m -^ n -^^ *•* '\' T constantes arbitraires; et ces valeurs seront les tiUE- 
gfrales ghUrales du systeme. 

Apres avoir ainsi rEduit le systEme d'Equations proposE a la forme (i), 
par rintroduction de nouvelles variables, on pent lui appliquer sansdiffi- 
cuItE la marchc traeEe au n*S59. DiffErentiant successivement un nombre 
suffisant de fois Tune des Equations, et Eliminant les dErivEcs premiErcs 
de toutes les fonctions, sauf une« k mesure qu'elles s'introduisent, on 
parvicndra k Eli miner aussi ces fonctions, et k former une Equation 
diffErentielle d'un certain ordre entre t et la fonction restante. L'int^ra- 
tion de cette Equation fera connaitre cette fonction, et par suite, les 
autres. 

Ainsi, le systEme de deux Equations du 2"** ordre en x et du 3"^ ordre 
en y, conduira k une Equation finale du 5"** ordre entre xett;\e systeme 
de k Equations de I'ordre m en x, de Tordre n en y,.«. de I'ordre r en i«, 
conduira a une Equation de I'ordre m -«- n -«-••• -f- r .entre x et t; si on 
sait TiutEgrer, une simple rEsolution d*Equations fera connaitre les autres 
fonctions inconnues y, z,..., u. 

S65. C*est pour la clartE de Fexposition que nous avons admis que Ton 
rEduisit d*abord le systEme proposE a un systEme d'Equations du premier 
ordre; mais si Ton veut lui appliquer la mEthode que nous venons de 
rappeler, cette rEduction ne sera pas nEcessaire. On se bornera k former, 
par des diffErentiations successives, de nouvelles Equations entre lesquelles 
on Eliminera les fonctions y, 2,..., u, et leurs dErivEes en t, jusqu*ji ce que 
Ton arrive k une Equation diffErentielle entre x et f seulement. ConsidE- 
rons, comme cxemple, le systEme d'Equations litUaires et a coefficienU 
constants 

d*x cPy 
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DiiKrentiant deux fois de suite la premiere, puis rempIsQant Dfy par 
sa valeur deduite de la seconde, on a 

d*x cPx 

— -3-j^+ 4X + 4y + 20 = 0, 

d*0Uy par relimination de y entre cette Equation et la premiere, 

d*x d*x 

L'inl<^gration de cette Equation donne 

X = (Ci -4- CO e' ■+- (Cs -«- C4O c^' — 23, 

et la substitution de cette valeur de x dans la premiere egalit^ conduit a 

2y =. (C, — Ci — Ctt) e* — (C -♦- C4 -4- CJ) e'' — 36. 

On peut aussi, apres avoir r^duit le systime proposd au premier ordre 
par rintroduction de nouvelles variables^ appliqucr la mdthode indiquce 
au n*" S69. 

S66. Nous avons suppos6, dans les diffdrents probl^mes trait^s ci-des- 
sus, que les Equations diff<^rentielles fussent r^solues par rapport aux plus 
hautes d^rivdes qu'ellcs contenaient. S'il en ^tait autrement, on commen- 
cerait done par op^rer cette resolution, puis on appliquerait les m^thodes 
convenablcs. II pourra cependant se presenter des cas ou une telle resolu- 
tion serait impossible, relimination de ccrtaines deriveesfaisantdisparailre 
en m^me temps quelques unes des autres. Par exemple, si Ton avait un 
systime de trois equations du premier ordre entre x, y, Zy t, et qu*en 

dx 4 dy 

eiiminant -j-9 on fit disparaitre en m^me temps —f il est clair que 
at at 

Ton serait conduit k deux Equations rcnfermant seulement la deriv^e de z 
et les variables. Si ces Equations ne sont ni identiques ni incompatibles, 
rdlimination de la ddrivee de z conduira k une Equation entre les varia- 
bles seulement, sans constante arbitraire ; on en tirera z en fonction de 
X, y, t, et Ton sera ramen^ k intdgrer deux Equations du premier ordre 
entre x, y et t. Les integrales ne renfcrmeront done que deux constantes 
arbitraires. 
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Exereices. 



dx dy 

i. •^^- 3* -♦-47 = 0; jj-*-2ae + 5y = o. 

R. « = Ciar* 4- C,^", 2y = - Cir^-*-2C,«rW. 
dx dy 



H. « = (C,-*-C,0«-*, y = (C,— 2Ct — aM<^• 
R. » = — ?l4-^«'-*-(C,co8<-HC«mO<r*', 
17 20 

y = 4~«'-C(C H- C,) CM «-(C,-C.) Sin <]«-«'. 
17 13 

R. « = (C, + C.<)^+g«'-|«". 
cix dy <fz 



R. Posant dl i%i\ k la valeur commune de ces rapports on trouve 

Ti, Tt, r, ^tant les racines de Tequation 

r» — (^/ 4- ya -♦- «^) r — 2«ftf = O. 
On obtient ensuite 

a (y -*- ») = C|ri«*"i' -♦- C,r,«*'>' -4- Cjrje'*', 

a {/8« -f- yy) — a (^ -4- y) » = C jr j Vi' H- C,r, V»' -+- C^r^V*'. 

L*elimination de t entre ces trois eqaationa Aumwra deux Equations entre Xy y, «, qui 
seront les intcgrales chercb eet . 

dx dy dz du 

y z tt X 

R. («-f-2;)«-.(y -+.«)• = €„ (» — a)« -f- (y - tt)« = C„ 

x^-z 



I. (« -♦- y -♦- «r -f- «) = C« -f- arc tg 



y— tt 
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dx dy dz du dv 

-77= — OCOSm. 

n, g, ft) sont des coosUntes donnees. 
R. Designant par A, B, a, ^, C|, C, des constantes arbitraires, on trouve 

• 

X = B sin (nt + /3)-f- A< sin (n/ -4- a) -fr- 2 — J? , y =sB cos (n< -h /3) -4- A< cos (n^ -I- a), 

ti 

;» = — ^- COS ft» -+- C-i 4- Ca, 

» . . » A , X 9 sin ft) . _ 

tt:=Asin(ft^-f-a), « = Aco8(fi<-l-a)-|-^ » IT = — ^^C0Sft)+G|. 



fi 



d'x dy (iV 'f' 



R. « = €,«-•'-♦- 



C^e' + C,^ cos Q 1/7 ] -»- C^c"* sin ( J l/yj 



On troavera y par de simples differentiations. 

d^x dx dy d*y dy dx ^ 

R. 9 = sin f •— sin 2/ -4- 4 cos 2/ + C, (cos ^ {/z-^- d) 4- Cs (cos ^l/JV C4). 

La valeur de y s*obticnt facilement. 

d*x . d*y 

«•. — r— h Hi"* = o, -rr — ni"x = o. 
dl* dfi 

R. «=zC| cosm^ + CfSinmi; y = C8-4-C4< — C, cos mi — Ctsinm/. 

djB dy dx 

R. (V8Ct-f-C,6', y = C4-4-C,«'-4-C8C-^, ;»= — C| — Cjc-'. 

dx dy dz ^ ^dx ,dy dz dx dy dz /.__» 

L*climination des deriy<$es de « et de y conduit ii l*equation 

OB* -4- y* — ^asy — to 4- <y — i» = O. 

Tirant de cette equation y et sa d<$riv<$e par rapport & f.,on a deux (Equations du pre- 
mier ordre entre XfZ^it 
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CHAPITRE XLIII. 

APPLICATIONS G60M6TRIQUES DE L'INT6GRATI0N DES 

Equations diff^rentielles. 

S67. Lorsqu*une courbe se trouve ddfinie par une relation qui a lieu 
pour chacun de ses points cnlre certains ^l^ments g^ometriques, tels que 
la sous-tangente, le rayon de courbure, la longueur de Tare, etc., cette 
relation s'cxprime par une Equation entre les coordonn^es de la courbe 
et leurs differentielies, du premier ordre ou d'un ordi*e sup^rieur. Si I'on 
parvicnt U int^^grer cette equation diff^rentielle, on trouTcra liquation 
g^ndrale des courbes qui v^rifient la condition propos^c. 

SupposonSy par exemple, que Ton cherche la courbe dans laquelle la 
longueur de la normale est egale d la distance de I'origine an point oit 
cette normale coupe Vaxe des x. On aura I'^qualion diffdrcntiellc 



S=»v/ 



dy^ 
dx^' 



ou 



dy , , 
2xy -p -♦- x' — y' = o. 

Cette equation homogene s'int^grera (S9§) en posant y=^ux, d'ou 

(i -^ u*)dx -¥■ 2ux du = o, 
ct intdgrant, 

1. X -4- I. (i -4- u*) = 1. C, ou X* -H y' — Cx «=» o, 

Equation qui reprdsente un cercle de rayon quelconque, ayant son centre 
sur I'nxe des x, et passant par Torigine. 

Gherchons encore la courbe telle que le lieu du point (^, rijy milieu de 
la normale^ se confond avec la parabole n* = a^. En appelant x, y les 
coordonndes de la courbe cherchee, on a dvidemment 

w 1 dy I 

et la condition proposce conduit a Tequation di/TcrcnticIlc 
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Posant y* = z, on a a int^rer I'equation lineairc 

dz z 
---=-40:, 

et Ton trouve 

z = y« saa c* [c — 4 J e •xdxj, ou y* =a Cc" -4- 4a (x -♦- a). 

SM. On veut trouver la courbe da,n8 laquelle Voire S, comptie dpartir 
de Faxe des y, est propartionnelle d Varc s compU du m^me axe. On aura 



Sa=a«, dS&sacfa, y dx = actc% / i-4-t^ 
et r^quation diff<6renUe]le de la courbe sera 



^«±%A-i, ou dx^i-^^. 
dx y a» |/yt — a» 

On en deduit, en n^ligeant le double signe qui correspond k un simple 
changement dans le sens des x positifs, et int^|;rant, 

Tirant de \k la valeur de y, oh trouve la chainette 

t/=-\C • -4-e • /; 
^ 2 

On sait en effet que cette courbe jouit de la propri^t^ dnono^e (ch. XVI, 
ex. 2). 

369. L'un des problimes les plus calibres dans cet ordre de recherches 
est celui des irajeetoires. Etant donn^ un systime de courbes (G) dont 
r^quation renferme un paramitre variable a, 

(i) F(x,y, a) = o, 

il s*agi( de trouver une courbe qui coupe toutes les courbes du systeme 
sous un angle constant, dont la tangente est m. 
Soit M(x, y) le point ou la trajectoirc coupe Tune des courbes (G) du 

systime, -^ le coefiBcient angulaire de la tangente k la trajectoirc en ce 
ax 

point; fctvp les angles que font respectivement les tangentes a la courbe 

88 
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(C) et k la trajectoire avec Taxe des x. On a dvidemment, les axes etant 
rectangulaires, 

dF dF , dy 

d'oA Ton tire facilement la relation 

dx dy dx \dy dx dxj 

Cette Equation renfcrme encore, en gendral, le parametre a, mais si 
Ton ^limine ce parametre entre les Equations (i) et (2), on aura entre x, 

y et -p une Equation qui conviendra k chacun des points de la trajectoire. 

L'int^ration de cette Equation du premier ordre donnera toutes les 
courbes qui r^pondent a la question^ el comme I'int^rale rcnfermera une 
constante arbitraire, on voit qu'elles seront en nombre infini, comme il 
^tait facile de le pr<Svoir. 
Supposons que les courbes (C) soient les paraboles 

y — ax* = o; 
r^quation (2) deviendra 

ou, en multipliant par xdx et rempla^ant ax^ par y, 

xdy — ay dx — m{xdx -h ay dy) = o, 

Equation homoginedont Tint^ration n'offriraaucunedifiBcult^. Supposons 
a ss I ; r^quation pr^c^dente se rdduit k celle-ci : 

xdy — ydx — m(xdx -4- ydy) = o, 

dont on obtient imm^diatement Tint^rale g^n^rale en la divisant par 
X* -h y*. On a 

arc tg ^ — - 1 . (ar » -*- y») = C, 

X 2 



— aax*~* -^-j- — »»i 1 -♦- aax*~*-~^ 1 = 



ou 



J I y 

1. yx* -♦- y* =5 C H — arc tg- > 



m X 

ou enfin, en introduisant les coordonn^es polaires r et 0, 

e 
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Ainsi les droites passant par I'origine des coordonndes^ 

sont couples sous un angle constant par les spirales logarithmiques com- 
prises dans rdquation ci-dessus, C dtant un paramitre arbitraire. 

S70. Le problime des trajectoires prdsente deux cas particuliers 
remarquables : i^ L'angle d'intersection est nul, et la courbe cherchde 
touche toutes les courbes (C). II faut faire m = o dans Tdquation (2), qui 
devient 

dF dF dy _ 

dx dy dx ' 

et Telimination du parametre (a) entre cette Equation et Tdquation (i) 
conduira prdcisdment (^16) h Tdquation diffidrentielle des courbes (C). 
L'integrale gdndrale de cette Equation sera done identique avec Tdquation 
(i), et ne rcprdsentera que les courbes donn(^es elles-mdmes. Si done il 
existe une courbe tangente a toutes les courbes (C), elle ne pourra ^tre 
fournie que par la solution singuli^re de Tdquation differenticlle rdsul- 
tant de Tdlimination de a entre Tequation des courbes (C) et sa ddrivde. 
Cela s'accorde avcc les propridtds des solutions singuliires exposdes au 
no 394. 

2^ L'angle d^intersection est droit, et les trajectoires sont orthogonales. 
L*dquation (2), ou Ton fait m = oo , devient 

^^' dxdx dy~^' 

Ainsi, s'il s'agit des courbes paraboliques y = ax*, on trouvera, pour 
rdquation des trajectoires orthogonales, 

»dy dy 

aaa:**""* -r- -4- I = o, ou av -r" -*- ar = o, 
dx '^ dx 

d'ou 

x* -4- ay* = C. 

Les trajectoires sont des lignes du second ordre, ayant I'origine pour 
centre : ellipses si a > o, hyperboles si o < o. Le cas o = i donne des 
cercles; a = — i donne le systime orthogonal 

xy = a^ X* — y* = C; 

les courbes du premier systime sont des hyperboles ^uilatfires ayant 
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pour asymptotes les axes coordonnds; celles du second des hyperboles 
^quilatcres ayant pour axes les axes coordonnes. 

Z7 1 . Gherchons 1^ une courbe telle que les rayons vecteurs menis d'un 
point {Xy y) de la courbe d deux points fixes ¥ etP fassent avec la droite 
¥¥' deux angles dont la somme 4gale une constante a; ^ les trajectoires 
orthogonales du systhne obtenu par la variation de a. 

Prenant pour axe des x la droite FF\ pour axe des y la perpendiculaire 
en son milieu 0, FF' a 2C, on a 

arc tg— ^ h apctg— =^ — =sa, 

X — C X -4- C 

ou 

(a) X* — y* — 2xy cot a = c* 

pour I'iSquation des courbes cherchees ; a est le param6tre Tariable. Ces 
courbes sont des hyperboles ^quilatires passant toutes par les points F et 
F% et ayant leur centre en 0. L'^quation (3) devient 

(x — y cot a)"p -4- y -4- X cot a = o, 

0U9 en ^liminant cot a au moyen de T^quation ci-dessus, 

dy 
(x* •♦-y*-»-c*)y;i--*-(^*-+-y' — c*)x=o. 

On pent donner k cette Equation la forme 

(x* -4- y* -t- e*) (ydy-^xdx) — 2C*x dx => o, 

et le premier membre devient une diff^rentielle exacte. 
L'int^rale g^n^rale est done 

(x« + y« -♦- c»)* — 4cV = |3, 

|3 etant la constante arbitraire. Les courbes representees par cette equation 
sont des eassinoides, dont chaque point est tel que le produit de ses 
distances aux deux foyers F et F' est constant, car Tequation pent s'^crire 

((3) [y« -4- (X H. c)«][y« -4- (x - c)«] = p. 

Les hyperboles (a) et les cassino'ides (|3) forment done un systime ortho- 
gonal (0. 



(0 On trouve une etude complete de ce systtoe orthogonal dans PoaTrage de Lame 
{Lecont ntr hi coardotm^ eurvilignet^ IS^* lecon). 
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Z7%, Lorsque les courbes(C) donl on cherche les trajectoiresorthogona- 
\eSy sont d^finies seulement par leur Equation diflKrentielle, on obtient im* 
m^diatement Tdquatiou dlffdrentielle des trajectoires en rempla^ant, dans 

celle des courbes donn^es, -~ par — 7" • JI rfoulte de Ik un second moyen, 

parfois plus commode, pour trouver I'^quation diffdrentielle des trajec^ 
toires orthogonales du systime (i) : il consiste a eliminer d'abord a entre 
rdquation (i) et sa d^riv^e par rapport k x, pour former T^quation diff6- 
rentielle des courbes (G)^ puis k op^rer comme il vient d'etre dit. 

S7S. La courbe dont la recherche fait I'objet d*un poblime propose 
n'est pas toujours donnee par I'inl^rale g^n^rale de I'^quation differen- 
tielle ; elle peut etre representee par la solution singuliire. G'est ce qui 
a lieu^ par exemple, lorsque la courbe est definie par une propriety de 
ses tangentes, ct que chaque tangente, consideree isol^ment, est une ligne 
qui satisfait k la condition donnee. Ainsi, si Ton demande la courbe telle 
que le produit des segments compris, sur deux axes rectangulaires, entre 
I'origine et une tangente quelconque soit egal d un carr4 &*, on est conduit 
k r^quation 



(»-4)('-'g)-''. «" (»-'g)'— ' 



Mise sous la forme 

cette equation rentre dans celle de Clairaut; elle admet i*" une integrale 
gdn^rale 

y = Cx±k l/— C, 

qui repr^sente simplement Tune quelconque des tangentes k la courbe; 
2<* une solution singuliire, resultant de reiimination de p entre requation 
diff6rentielle et celle-ci 

k 
xzp — 7=:=o. 

On en d^duit, en eiiminant j/ — p, 

A' 

a:y«-; 

4 
c'est req nation d*une hyperbole dont les asymptotes coincident avec les 
axes coordonnds. 
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ST4. La recherche d'une courbe d*apr£s une propri^uS donnee conduit 
souvent k une dquation diffcrentielle d'un ordre supdrieur au premier ; 
c*est cc qui a lieu^ par exemple, lorsque le rayon de courbure figure 
parmi les i\6menis du probl^me. Soil a trouver la courbe dans laquelle 
le rayon de courbure est a la normaledans un rapport constant. La relation 

a 
a dtant une constante positive ou nigalive, donne l*equation 

dx* a dx* 
dquation qui rentre dans le cas du n'' M%, On a done 

a ax a ay 

d'ou 

2ady 2pdp 

y I -4- p* 

d*ou, par Tintdgration, 

l.(i ^ p«) = \. y«* -f- 1. C, I + p« = Cy*«, 
et, par suite^ 

L'intdgration donnera Tequation de la courbe, avec deux constanles 
arbitraires C, C|. 

Supposons que le rayon de courbure soit egal k la normale, et dirige 
dans le mime sens; il faut prendre a = — i, d'ou 

ou 

y« -H (jc - O' = C, 

ce qui reprdsenle un cercle dont le centre est sur Taxe des r. 

Si a = I, R = N, mais R et N sont diriges en sens oppose. On a, en 
posant C =» a"*, 



Jl/C — v» 
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d'ou Ton tire facilement 



5'' a 



equation d*une chainette. 
L'hypoth^se R ss aN conduirait, suivant que 



I 1 
a = - ou a = ? 

2 2 



aux equations 



dont la premiere reprdsente une parabole & axe parallele k I'axe dcsy; la 
seconde une cycloTde ayant pour base I'axe des x, le diamitre du cercle 
gendrateur dtant la constante arbitraire G. 

S76. On tombe encore sur une Equation du second ordre, lorsque Ton 
veut tirer I'dquation d'une courbe en coordonndes rectangles, d'une rela- 
tion donnde 

«=/'(9), 

entre Tare s et Tinciinaison 9 de la tangente k cette courbe sur Taxe des x. 
Cette relation, diffdrentide, donne en effet 



('-^y-ri-^^m- 



Mais il est plus simple de ramener le problime k deux quadratures en 
prenant 9 pour variable inddpendante. Les Equations connues 

dx dy 

donnent en effet, si Ton remplace ds par sa valeur en 9, d9, et si Ton 
int^re, 

x = C -4- jr(9)cos9rf9, y B=Ct -4- J /^ (9) sin 9(19. 

On pent n^liger les constantes G et d, parce que cela revient k ddplacer 
Torigine des coordonndes, et n'introduit aucun changement de forme dans 
la courbe. L'dlimination de 9 entre ces deux Equations conduira k I'dqua- 
tion de la courbe entre x et y, avec deux constantes arbitraires. Ainsi, de 
I'equation s = 09, on tirerait 

X =s a J cos 9 d9 e= a sin 9, y = — a cos 9, 
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ety par r^Iimination de f , 

Equation qui reprdseote un cercle de rayon a, dont le ceotre est en un 
point quelconque du plan. 

Le problime de trouver one courbe d^finie par one Equation R «= F(9), 
entre le rayon de courbure et Tinclinaison de la tangente, se ramene au 
pnScMent par la relation d$ =» Rrff . On aura done 

iy) x = jF((p)co8<p(l(p, y = jF(9)sin(pd9. 

Ainsi, TiSquation R => af donnerait, 

X sa a(9 sin ({/ + cos 9), y = a(sin 9 — 9 cos 9), 
d*ou 

X cos 9 H- y sin 9 =» a, x sin 9 — y cos 9 = 09, 

d'oiiy en ^levant au carr^ et ajoutant, 

X* -h y' = o*(i -♦- 9*). 
filiminant enfin 9, on trouvera 

i/x* -4- y* — a« . l/x* -♦- V* — a* 

xcos^^^ si 1- ysin^^ ' =a, 

a ^ a 

ce qui est T^quation d*une d^veloppante de cercle. 

S76. La recherche des d^veloppuntes^ la d^velopp6e ^tant donate, se 
ramine encore k ce qui pvicide^ si Ton suppose coiinue Tequation ^=f{B) 
de la developp^e, entre rarcetrinclinaison de la tangente. Soient, en effet, 
(x, y) les coordonn^es d'un point de la d^vcloppante, R son rayon de cour- 
bure, 9 rinclinaison de sa tangente sur Taxc des x. Les relations connues 
(154) conduiront k celles-ci : 

R = <r^C=/(e)-t-C, 9 = e±:-, 

et les Equations (y) deviendront 

x = db C cos e ±: ^ f{B) sin OrfG, y = =b C sin 6 ± J/'(9)cos e d9. 

La constante G reste arbitraire. — Supposons, par exemple, que la 
d^velopp^e ait pour Equation 

<r = f(B) = o*6« (a« cos* e -4- 6« sin« 6)"*. 

Nous trouverons sans difficult^, en n^gligeant les doubles signes puisque 

cela revient k changer le sens des axes positifs^ 

^ « a* cos 6 ^ . A 6* sin 6 

x==Ccos6h * y = Gsin6 



^/o* cos« 9 -f- 6' sin« 9 (/o«cos'9H-6«sin'e 
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L'^limination de B entre ccs deux Equations conduira k I'^quation des 
ddveloppantes. On en deduit sans peine 

{x — C cos e)« (y — C sin 9)« 



= I. 



a* 5« 

Si Ton suppose C >» o, cette equation devient celle de Tellipse 

qui est cons^quemment une des d^vcloppantes de la courbe donn^e. On 
peul remplacer les deux Equations ci-dessus par celles-ci : 

^ . a* cos 9 ^ . A 5' sine 

X = CCOS0H r—T -, t/=»CsinO-l r r-7 7; • 

xcosO-i-ysind — C ^ xcosG + ysmG — C 

En consid6ranC 9 comme une variable auxiliaire, et C comme un para- 
metre arbitraire, ces deux Equations repr^senteront toutes les courbes 
paralUles a Tellipse ci-dessus. 

S77. Courbe de poursuite. — On appelle ainsi la courbe plane ddcrite 
par un point M(Xy y) qui se dirige, avec une vitesse constante, vers un 
autre point W(x',y') qui d^crit une courbe donn^e avec une vitesse 
^alement constante. Les axes ^tant rectangulaires, les conditions que la 
tangenle k la courbe trac^c par le point M passe k chaque instant par le 
point Wy et que le rapport de la vitesse du premier k celle du second soit 
egal k une constante n, s'expriment par les Equations 

0) y'— y=^{^ — *)» |/dx« H- rfy» = n i/dx'* + dy^ 

Supposons, pour fixer les id^es, que le point M' d^crive une droite 
x' = a, parallile k I'axe des y, et que le point M parte de I'origine ii 
Finstant ou M' quitte Taxe des x. Les Equations (d) deviennent 



i't 



y^y^^a-x)^. ^x^^=nX; 
^liminant dy' par la differentiation de la premiere, on a 



/ 






rfx* dx^ 

On fera (n*' S59) dy = pdx, et Ton aura 

^ g= —. ■ > I. (p -♦- l/i -4- »•) = 1. (a — x) + 1. C, 

l/T^^ n{a — x) ^^ ^ ' ' n ^ ' 
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d*ou 

p-t- ^ 1 -f-p«=C(o — x) •. 
Au depart, la vitesse du point M est dirig^e suivant Taxe des x; on a 

done \i la fois x = a, p = o, d'oii C = a*, et par suite 

Ax 2 L\o — xj \ a / J 
line nouvelle integration donnera, si n n*est pas egal a i, 

^ 2 Li— n\o — xJ i-t-n\ a / I 

et comme x et t^ sont nuls ensemble, 

^ ^ an 



I— n* 



Si n ctait egal i Tnnite, c*est4-dire si les mobiles aTaient des vitesses 
egaleSj on trouverait 

(2a — x) X 



** \a^x) 



2a 
pour r^quation de la courbe de poursuite. 

Exercices. 



— . f ** 



i. Chercher la courbe dont la sous-tangentc est une fonction f{z) de I'abscisse. 

Gas particuliers : f(a) = x, f{x) := or*. 

•. Chercher la courbe telle que la portion de Taxe des y entre I'origine et la tangeote 
soit proportionnelle au rayon men^ de Porigine au point de contact. 

S. Les distances de I*origine aux points ou la tangente coupe Taxe des y et ou la noi^ 
male coupe Taxe des x sont dans un rapport constant a. Trourer la courbe. 

R. L*^ualion differentielle est ydx —xdy=:a{xdX'^ydy), On trouve la spirale 
logarithmique 

6 

H/o:* -«-«• = C — a arc tg? ou r=C«~«. 

X 
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4. L*ordonnee a Porigine de la tangente est egale a hfhf^, Trouver la courbc. 
R. On tombe sur une equation de Bernoulli, dont Pintegrale est 

y ^-« = Car»-« — k — ^ "" ** *"». 

m-^n — I 

Cas particuliers ! m^o, n=:2; m = o, n=: — i. 

ft. Les inclinaisons f et 6 de la tangente et du rayon vecteur sur Paxe des x sont 
lito par liquation 2f — 48 = tt ; trouver la courbc. 

R. aj* + y* — €9 = 0; (cercle passant par Porigine et ayant son centre sur Paxe 
des x). 

•. La distance de Porigine au point ou la tangente coupe Paxe des x est l^ax, ou 

— > X ^tant Pabscisso du point de contact; trouver la courbe. 
a 



R. !• 



^^y±Ay=l; parabole. 



2» (x — a){y — C) = aC; hyperbole. 

9. Le segment compris sur Paxe des x entre la tangente et la normale a une longueur 
constante 2a. Trouver la courbe. 
R. Prenant pour variable auxiliaire Pinclinaison f de la tangente, on trouvera* 

y = a sin 2?, x = a (cos 2f + 1. sin*^). 

Discuter la courbe au moycn de ces deux equations. 

9. L*aire de la courbe, coniptee de Paxe des y jusqu*& Pordonn<$e du point (e, y), a 
pour expression ay — 6ar, a et 6 etant constants ; trouver la courbe. 



a-.). 



R. ya:& 

•. Le rayon vecteur est proportionnel au cube de la distance du centre a la tangente 
(r = aP*) ; trouver la courbe. 
R. Elle a pour equation, en coordonnees polaires, 

11 2 

oV cos-0= I. 
3 



K L*arc et Pordonn<$e sont lies par la relation $ = l/y* — o*; trouver la courbe. 
R. On trouve la chainette 



=:;V« • -4-6 • j 



' 2 
if. L'arc et Pabscisse sont lies par Pun des relations suivantes : 

« = al.x; «* 03409; Si* = 27007*; 
trouver la courbe. 

R. f» y=C-f-l/«*— aj«-*-al. 

a -h i^o* — X* 
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a a 

V » = - (i — cos w), y = - (« H- sin w) (cycloide). 

« « • 

3. ;pi4.ys — a» (ch. XIII, ex. 2). 

it. Lt projection de la normtle termin^e a I'axe des «, sur le rayon vectear, est 
une constante a; trouver la courbe. 

R. r = ■ - (sections coniques). 

x^CcosO 

IS. L*aire comprise entre Taxe polaire, la courbe et un rayon vecteurest dans un 
rapport constant avoc Taire du triangle form^ par le rayon vecteur^ la normale et la sons 
normale polaire. Trouver la courbe. 

R. Designant par db aifc* le rapport du triangle a Taire de courbe, on arrive a 

Tequation lineaire 

d«r" 

— qp4*V = o. 

La condition pour 9 = o determine Tune des constantei. On trouve, suivant le signe, 

r = C («»*^ -H *-«*®), r« = CcosaAe. 
14. Trouver les trajectoires orthogonales des paraboles 

or* = a* — a«y. 
R. On obtient 

fi ^tant un paramitre variable. On en conclut que les trajectoires font partie du systeme 
donn<S, les paraboles pour lesquelles a est positif coupant a angle droit les paraboles 
pour lesquelles a est n^atif. 
ift. Trouver les trajectoires orthogonales des coniques hamofocales 

a* yt 

c etant donn^. 
R. On trouve, pour T^quation differentielle des coniques donnees, 

dy* «■ — y* — c* dy 

— — ^ _ 1 = o. 

CUD* xy dx 

Par un mdme point du plan, passent deux courbes correspondant aux deux valeurs 

dy 
de -- > et comme le produit de celles-ci est — i, ces courbes se coupent a angle droit. 

Le systtoe des coniques donnto comprend done ses propres trajectoires orthogonales : 
a* ^ c* donne des ellipses, a* ^ c" des hyperboles ; ces eUipses et ces hyperboles se 
coupent a angle droit, ce qu'il est facile de verifier geom^triquement. 
!•. Trajectoires orthogonales des hyperboles 

^ y«_ 
R. y«-*-»* — 2a' .«:=€. 
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19. Trajectoires orthogonales des paraboles y* = ap (« — a), 

R. y = Ce i^. 

flS. Trouver la coarbe dont la Ungente est a une distance constante a de rorigine. 
R. L^^uation differentielle de la courbe est 

P etant la deriT<$e de y. La i^ponse est donnee par la solation singuli^re 

«■ -f- y* = o* (cerele de rayon a), 

!•• Troaver la courbe telle que la portion de sa tangente comprise entre deux axes 

rectangulaircs soit constante. 

R. L^^ation differentielle est 

. op 
y = |w±-— ==-; 

la r^ponse au probl^e est donnee par la solution singuliire 

119 

ojs -4_ y 5 = a» (ch. XIII , ex. 2) . 

••. Trouver la courbe telle que le produit des distances de sa tangente h deux points 
fixes F et F' ^e une constante ^. 
R. Posant FF' = 3c, o* = ±6» -i-c^, on trouve 

o" or 

ellipse ou hyperbole ayant pour foyers F et F'. 
•i. Le rayon de courbure R est une fonction f{x) de Tabscisse ; trouver la courbe. 

C Cdbvix) C dm 

R. y=C,db\-— , ^ ' dx, f{*) d^ignanti^— . 

99, On a entre le rayon de courbure R, la normale N et la sous nonnale S., la 
relation 






troaver la courbe. 

Q 

R. y = C«-4-G|a*, ou yaBCa-t--r' 

a*" 

•S. L^^quation d'une courbe <$tant « cos ^ rs a, trouver r<$quation sous la forme 
ordinaire. 

R. Gette Equation r^ultera de Telimination de f entre 

»"»C — al.oosf, y = C| -4-a(tgf ^f)« 

•4. Trouver la courbe d^finie par P^uation R = a sin f. 
R. C*est la cycloide 

«=- (I — cos 2f), y = -(2f — sin 2f). 
4 4 
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•ft. Trouver la courbe deflaic par I'equatioa A = a sin -*f>. 
R. On obtient, apris reliminatiou de ^, la parabole 

y' -h sax -H a* = o. 

M^me probleme, la relation entre le rayon de courbare et Tinclinaison de la tangente 
^nt R = a cos*"* 7. 
R. La courbe cberchee est la chainette 



=°UH-rO. 



••. Trouver la d^veloppante de la chainette. 

R. L'^uation de cette courbe pouvant 4tre mise sous la forme 9 = a tg 0, on trouvera 
pour les <Squations de la developpante 

r* n, • « , i-»-sine 

dB3KCcos6+asin6 — a\. » 

cos 9 

y =s G sin 6 — a cos 0. 

Lorsque Ton suppose nulle la constante C, et que Von elimine 9| on obtient la deve- 
loppante particuliire 

«=:Ko' — y" — ol. ^* 

— y 

•9. Trouver la courbe telle, que la distance du centre de courbure de la courbe a 
celui de sa ddveloppee soit une constante a. 

R. Prenant pour variable Pinclinaison ^ de la tangente, et observant que le rayon de 
courbure Ri de la developp^e est ^le li D^R, on trouve 

R := a sin (f H- C) 

pour r^kpiation de la courbe cberchee. C*est une cycloide (ex. 94). 



NOTE L 



SUR LA CONVERGENCE DES SERIES. 



•••i 



Considerons deux series a termes positifs 

(i) tio-i-«iH Htt« 

(2) Wo -H W| -+-••• -I- «■ -!-•••; 

«t, h partir d'une tertaine vaUur den, on a constamment 

et »i la Urie (i) e»i oonvergente^ la »Srie (2) »era eonvergente. En effet, on aura visiblement 

V.+I <- t^+i, V.+, <- «»+, < -ttm+i,..., 

et la s^rie (2) aura tons ses termes, k partir da n -1- 1"*, inf^rieurs anx termes cor- 
respondants de la serie convergente 

elle sera done convergente (••, III). On demontrerait de mdme que, «t la sdrie (i) est 
divergenUf et ai I'on a conetamment 

ta eirie (2) eera aueei divergente. 

TsioaiMB I. — Soil u^ =zf(n)le terme giniral d'une «M>; »i, h partir d'une valeur 
en/tdre a de x^ la fonction f(x) e$t poeiiive et d^croit eonstamtnenl et indefiniment 
qwxnd x devient tn/fm, la eerie sera convergente ou divergetUe eelon que Vintigrale 

»oo 
(«) I f(x)dx 



I '''' 



aura une valeur finie ou infinie. 
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Constniisons la conrbe y=zf(x), et meDons les ordonnees correspoDdint max 
abscisMs 9 = a,x^=a-^i^ x = a-t-2y.., « = n. La somme des aires des rectangles 
iniMeurt qui ont poor bases les portions de Paxe des x comprises enlre ces ordoo- 
oees, et poor hauteurs respectives les ordonnto f(a -H z), /(a -«- 2),...| /(n), savoir 

/(a + i)-»./(o + 2)H l-/(n), 

est ^videmment plus petite que Taire de la coorbe comprise entre les ordonnees ^(a) et 
/(n). Or, dans la premiere h}rpoth^, cette aire tend vers une limite finie, exprim^ par 
I'int^grale d^finie (a), quand n eroit indefiniment ; done la sonmie ci-dessus, qui n'est 
autre que u^i -¥• u^^ -I- ••• -t- «■», tend vers une limite finie. 

Si, au contraire, Tint^rale (a) est infinie, on consid^rera la somme des rectan^es 
esfUrieuTB, qui ont les mdmes bases, et qui ont pour bauteurs /(a), / (o+i),..., /'(»— i). 
Cette somme ««H-ti«+| -»-•••-»- ti«^| sera evidemment plus grande que Tairedela 
courbe comprise entre ies ordonnto f{a) et f(n)^ et puisque celie-ci croit indefiniment 
avec n, il en sera de mtoe de la sonmie des termes de la s^rie. 

GoaoLLAiai. — La tMe 

z I z 

Bit eonvergefUe $i la eomtante /& et£ ^ z, divergmU tt' /& = z ou «t /i etf < z. — En effei, 
on a ici 

expression qui est finie ou infinie selon que fi — z est ^ ou < o. Si /t = z, on a 

»oo . r TOO 



f.H-] 



aiOO. 

a 



On ferait voir, par le mtoe raisonnement, que les series qui ont respectivement poor 
termes g^^raux 

z z 

n(l.n)/*' nl.n(l.l.fi)/*'"" 

sont convergentes si /i > z, divergentes si /& = z ou /i < z. 
THtoBiMB II. — 5t, dans la »Me & termei patUift 

(z) «o + ttf -^ *** -^ ^ "^ '*' 

U rapport d'^un tertne au prMdent tend verg I'unUi^ en reetani infirUwr a ceUe Umiie^ de 
eorte que Con ait^ a tendani ver» zero^ 



la eirie (z) eera eonvergente ou divergente tuivant que la limite de na eera mpMeure tm 
infirieure d I'uniU. 
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PosoDS, z designant ane quantite qui varie avec n, 



d'ou 






1. (l -h a) .. ..a . , ^ 



••(-0 (0 



Dans la premiere hypothese, /tm not. est superieur a Punite ; z sera done, a partir 
d^une certaine valeur de n, constammeiit plus grand qu*une constante /u^i. On 
aura done 

^^= /^-^ Y< /^-^ Y=— ^— — • 

V, \^n H- ly ^ y^nH- ly (n -*. I)/* • n)" 

Mais la serie qui a pour terme general vri^ est convergente, /ui clant ^ i ; done, 
d^apr^s le theoreme enonce au commencement de cette Note^ la s^rie (i) sera aussi 
convergente. 

Dans le second cas, on aura au contraire /tm z ^\^z sera done constamment infe- 
rieur a une quantite /» ^ I9 done il viendra 









et la serie qui a pour terme general n"^ elant divergente puisque /ut est < i, la serie (i) 
sera aussi divergente. 

Tb^oremb III. — Siy dans le cos du theoreme precedent, on a prScisement lim na = i^ 
on posera na = i 4- ^, ^ (endant vers zero. La sirie (i) sera convergente ou divergente^ 
suivanl que ^ 1. n tendra vers une limite supSrieure ou infirieure a Vuniti. 

Posons d*abord, a' et s designant des quantites qui tendent evidemment vers zero, 



-(-0 



I " \ 1. (n-hi) 



et faisons encoi^e, z etant variable avec n, 



Nous tirerons de I& 



, __ I n r \,n "I* 

"" I -I- a~n-Hi I I. (n -h I) I ' 



a = ri-«-M(l + s)', 



f - 1 / . 1. (l-f-a') ,. ,. a' 

i-t-a = | i-«— )(n-e)*, z= > /imz = /tm— • 

1. ^I -t- ej c 



Mais on a d*ailleurs 



1 



(-0 



n% — I 
n -♦- I 1. n 



33 
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c n 



' <-0 (— .-(-o 



Oo Toit he'tlemeni que le dfiwminaleer de ccCte ezpiessaoo iemi Ttrs raBitr, 
n eroissaot indefiniiDCTit, d*oa Pmi a 



iim — = tim z = Um fi I. «. 

c 

CeU pof^y si ^ I. » tend vers one limite sapeneofe a rmute, x inira par dcps&scr 
eoosUmment ooe certaine qoantiU ^ ^ i ; on aura done 

et eoame la serie dont le terme general esl 

I 



est conTergente, /c ^nt > i, la serie (i) sera conTergente. On monCrerait, par on 
raisonnement semblable, que li iim ^ I. n est ^ i, la serie (i) sera dJTergente. 

Ce th^rime laisse indecise la question de eonvergence si Urn /i I. n=ri; mais on 
demontrerait, par une s^rie de raisonnements analogues aox precedents, que si Ton lait 

^l.n = i+7, 
la s^rie (i) sera coorergente oo divergente suivant que Ton aora 

limyh 1. n ^ X on Iim y 1. 1, n ^ i. 
Prenons poor applieation da thef»riine II la serie 

I I 1-3 I i-3'5 I 

1 -4- — — **- • — I- > •--!-... 

23 2-4 5 2-4-6 7 
dont le terme g^n^ral est 

I • 3 — (2* — I) I 
11, = — = 

2- 4 — 211 211 -t- I 

On a ici 

tt,4.i__ (2W-4-I)* ^ ^ (211 -fr- 2) (21* -fr- 3) 

Vn (2n-t-2)(2n + 3)' " (2n-«-i)' 

6»* -I- 5» n 
n« = =-?— 



(2n-*-i)« ^^4_^i 

n n* 
Done 

3 
iimnx ==i> I, 
2 
la SfSrie est convergentc. 

On dedait faeilement dcs th^oremes II et III an beaa theorime de Gaass sar la 
convergence des series (i). 



(i) ComfnenlationesSocietalis regiceGoUingmii»recentioret,tAl.—Gnuu'Werkf, till 



NOTE 11. 



La propriete, pour ane fonction continue d^une variable x, d'admetlre pour chaque 
valeur do x una derivee gcneralement finie, determinee at continue elle-m^me avec a?, 
a et^ longtemps regard^e comma una consequence immediate de la continuity de la 
fonction. Ampere a essaye, le premier, de montrer la generalite de cctle proposition en 
prouvant que le rapport de Taccroissement d^une fonction continue a Taccroissement 
infiniment petit de la variable ne saurait tendre vers z^ro ou vers Tinfini pour toutes 
les valeurs de x comprises dans un intervalle determine (4). Longtemps apr^s, Lamarle 
s^efifor^a de completer la demonstration d*Amp^re et d^etablir que ce rapport ne peut 
osciller indeGnimcnt sans converger vers aucune limite fixe, soit pour toutes les valeurs 
dc a;, soit pour des valeurs se succedaut sans intervalle assignable (s). Nous meme, apris 
avoir signale d'assez graves erreurs qui se trouvaient dans un travail de H. Hankel, 
destine a etablir Texistence de fonctions continues sans derivee (s), nous avions, dans 
notrc memoire(4), simplifie sur plusieurs points les demonstrations de Lamarle et 
comble certaines lacunes que nous y avions aper9ues, en vue d'etablir la gendralite de 
Tcxistence, dans les fonctions continues, d'une derivee finie^ determinee et continue, 
sauf pour des valeurs isolees de la variable. 

£t cependant, ces diverses tentatives ne pouvaient aboutir, car Texistencc de fonc- 
tions continues dcpourvues de la propri^te en question avait ^t^ mise hors de doute en 
Aliemagne depuis quelques annees. Riemann Tavait etabiia indfrectement dans son 
memoire sur la serie da Fourier (s) en prouvant, d^une maniere rigoureuse, la possi- 



(1) JourtMl de VicoU Poly technique, XllU cahier, p. 1^8. 
(s) M6mnires de VAcademie RoyaU de Belgique.y t. XXIX. 

(3) Untersuchungen uber die unendlich of I oscillirenden und wutetiyen Functionen; 
Tubingue, 1870, in-^». 

(4) Sur V existence de la diriviedane les fonctions continues ; t. XX III des Memoires 
in-8<» de Bruxelles. 

(5) Ueber die Darstellbarkeil einer Function durch etne trigonometrischc Reihe^ dans 
les Abhandlungen der Gotting. Gesellschaft^ t. XIII. 
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bilite d^'ntegrcr unc foiiclion disconlinut; sous certaincs condilions. D^un autre cote, 
M. Weierslrass, dans son rnsoignemcnt si profond, avail signale le dcfaut des preteo- 
dues demonstrations on sens contraire, et donne, parait-il, dc nombreux excmples de 
fonctions parfaitcraent continues dont la dcrivec serait indelerminee, non seulemenC 
pour des valeurs de x indeflniment rapprochecs, mais pour toutes ies raleurs de x com- 
prises dans un intervallc fini. Enfin M. Schwarz, professeur a Zurich, nous avait com- 
munique pcu dc temps apres la publication de notre mcmoire un exemple tres simple, 
prcsquc classique, d'une fonction manifestant cette singuliere propricle; en lepnbliant, 
nous fimes voir ou ctait le vice de nos raisoonements aaterieurs(i), et M. Schwarz 
coromuniqua lui-memc cet exemple curieux dans une session de la Societe Delvelique 
des sciences naturellcs(8). 

Depuis lors, la question a ete traitdc a divers points dc vue dans des dcrils qui ODt 
apprufondi Ies bases de Panalyse infinitesimale, ^tendant certains principos, rcstrei- 
gnant Ies autres, elucidant mieux la conception d*une fonction coDtioue, multipliant Ies 
cxemples de ces fonctions dans lesquelles la derivee, pour des valeurs de x aussi 
rapprochees qu*on le veut, est inGnie, ou indeterminee, ou depend du signe de Taccrois- 
sement de la variable. Ne pouvant traiter la question k fond dans un ouvrage comme 
celui-ci, nous voudrions cependant indiquer quelques resultats dc ces recherches qui 
ont avec son objet un rapport si intime. Nous suivrous pour cela le travail etendu, 
egalement remarquable par la clarte et la rigueur, que H. Darboux a publie sur ceUe 
question en 1875, en renvoyant pour Ies demonstrations au memoire lui-meme(s). 

Dans eel ecrit, M. Darboux envisage ies fonctions, d^abord a un point de vue general, 
puis au point de vue dc rintegrabilite; il etudie ensuile Ies fonctions detinics par des 
series, el enfin Ies diverscs classes de fonctions continues n*admettant pas uuc derivec 
fioie, determinee et continue. 

1. M Darboux considere une fonction rceWe f{x) a determination simple (v. au n^ 57), 
dans le sens le plus general d'aiilcurs, en insistant sur la possibilite de definir une 
fonction discontinue pour des valeurs quelconques de x de la mani^re la plus arbitraire, 
sans Icnir complc des valeurs qu'ellc preiid dans le voisinage. 

Cette function est dite continue pour une valeur x de la variable, lorsque f(x-\-h)-^f(x) 
a pour iimite zero, li tendanl vers zero d*une manierc quelcouque(4). £lle est 



(\) Bulletins de VAcademie de Belgique^ 2™« serie, t. XXXV, juin i873. 
(s) Nouvcl exemple d^une fonction continue qui n'a pas de deHvee^ 1873. 

m 

(3) Memoire sur Ies fonctions discontinues, dans Ies Annates Scientifiques de VEcole 
Normale, S"* sdrie, t. IV, 1875, p. 57-1 12. — Parmi Ies aulres travaux a consultcr sur 
ce sujcl, citons encore F. Klein, Ueber den allgetneinen Funclionsbegriffj dans Ies Berichte 
d^Erlangen^ 1875; Thom^, Einleilung in die TheoHe der bestimmien Integrate; Halle, 
1875, in-^o; P. do fiois Rkvmond, Vcrsuch einer CtassificcUion etc., dans le /ourna/ 
de Borchardt, t. 79, p. 21. 

(4) Pour que cette definition ait loute la portee dc cellc de M. Darboux, il faul rap- 
procher nolra n" 58 dc la Remarque faitc au n« 16. 
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continue dans un inlei*valle (a, 6)^ Iorsqu*clle est continue pour toutc valeur dc x 
comprise entre a et 6 et que Ton a, de plus, 

Urn f(a + A) =r/-(o). limf{b — h) = /•(6), A> o. 

M. Darboux ctablitalors les Iheoremes fondamentauKsuivants: I. Si une fonction f{x), 
continue on discontinue ^ resle dans Vintervalle (a, b) comprise entre deux quantites finies 
A c/ B (A < B), il existe toufours deux quantites M, m, tetles que \<*Mest superieur ou ligal 
a toutes les valeurs de f(x) dans Vintervalte (a, 6), et it y a au moins une valeur de f(x) 
supirieure a M — 2, s itantpris aussi petit qu^on le veut; 2** m est inferieur ou egal a 
toutes les valeurs de f(x) dans Vintervalte {ay 6), el it yaau moins une valeur de f(x) 
infdrieure A m H- e. 

M est appeld la timite nuiximunij m la limite mtnimum, A = &I — m Voscillation de 
la fonction dans l*intervallc [a, b), 

II. Si la fonction f (x) reste finie et continue dans I'intervalle (a, 6), lorsque la 
variable x passera de la valeur a a la valeur b, la fonction passera au moifis une fois 
par toutes les valeurs intermedin ires entre f{a) et f{b). De plus, elle atteindra au moins 
une fois sa limite maximum M et sa limite minimum m, en sorte qu^elle passera par 
toutes les valeurs intcrmediaires entre M et m. 

III. La fonction f(x) jouissant des mimes propriStes que dans le theoreme I, on divise 

I'intervalle {a, b)en n intervalles plus petits 5i, ^i,...dn) ^l soient 31 i, wi;, A; respective' 

ment la limite maximum^ la timite minimum et Voscillation de la fonction dans IHnter- 

valle 8|'. Posons 

M = 2Mi5t, m = 2m,5i, A = 2 A ioi ; 

lorsqucj n croissant indifiniment^ tons les o^ tendent vers zero^ les quantites M, m, A con- 
vergeront toujours vers dts limites finies, ddterminees, ind^endanles de la Ioi des 
divisions S^ et de la manikre dont ces divisions tendent vers zero, 

Designons par Ma6, ntabt ^ah = Ma^ — mab ces limites. Les fonctions discontinues se 
partageront en deux classes: celles pour lesquelles Aa& = o; celles pour lesquelles Aa6 
est different de zero. On voit sans peine, d^ailleurs, que pour que Aa6 'oil nul^ il est 
necessaire et suffisant que la grandeur totate des intervalles B^ dans lesquels Voscillation A ; 
de la fonction surpasse une quantite fixe c, choisie d*ailleurs aussi petite qu^on le veut^ 
tende vers zero lorsque n croit indefiniment. 

9. De VIntegration, — La fonction /*(?) etant toujours a determination simple et 
comprise entre deux termcs A et B dans rintcrvalle (ay 6), si Ton divise cet intervalle 
en n parties d|, d9,...0n et si Ton pose 

iC|=a-^5j, a?a = 05, -+- Oj, .... 6=x,_|-hOn, 

6f , B^j... designant en outre des quantites positives inferieures ou egalcsa i, la valeur 
de la somme 

tendra vers une limite determinec et finie, si Ton a Aa6 = o. Gette limite se nommo 
V integrate definie de f{x)y et Ton ecrit 

Urn 2 5./lTi_j -»- O.o\) = \ f(x)dx. 
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On a le theorime dc Riemann : Pour qu*une fonclion f(x) soil integrabU dans un 
intervalle (a, 6), il faul el il suffU que la grandeur toUde des intervalles h dans lesquels 
I'oscillalioH ^i de la fonclion surpasse une qtiantiU fixe a (fyrise d'ailleurs aussi petite 
qu'on te veut), tende vers ziro lorsque tous les intertxUtes Si tendent vers zero, 

Ainsi tcs deux classes de foDCtions discontinues correspondent a la proprieUS d^etrc 
ou de n*^lre pas integrables. 

Comme, pour toute fonction f{x) qui est continue dans rintervatle (a, 6), on peut 
assigoer une quantite S telle que, si Ton diviso Tintervalle (a, 6) en intenralles ^ 2, 
roscillation de la fonction dans chacun de ccs intenralles tombera au-dessous de <r, il suit 
de la que toute fonction continue est intigrable, nUme torsqu'eUe devient discontinue sans 
devenir infinie pour des valeurs de x s4paries par des intervalles finis. 

Si la fonction f(x) est integrable, on peut changer arbitrairement la valeur de la 
fonction pour un nombre fini de valeurs dec, sans que Pintegrale cesse d^exister et 
memc sans que sa valeur change. 

Enfin, Vintigrale definie ci-dessus, 



i 



f(x)dx, 
a 



est toujours une fonclion continue de rargutnenl x^ el celle fonclion a pour diriveef(x)^ 
pour toute valeur de x pour laqurlie la fonction f(x) est continue. 

On voit que la notion d*iutegralion peut ^tre etendue aux fonctions discontinues. 

S. Des siries, — Une serie est absolument convergenle lorsque sa convergence 
subsiste, m^me en reduisant tous les termes k leurs valeurs absolues (V. an n« ••, V). 

Une s^rie dont les termes sont des fonctions continues oo discontinues f | (x), ^^ (*)» 
•••?M (x)... d^une variable x, est uniformemenl convergenle dans un intervalle (a, 6) dc 
la variable, lorsqu*on peut donner a n uno valeur sufiisamment grande pour que le reste 
Ra soit moindrc quVne quantite doun^e a, prise aussi petite qu'on le veut, pour toutes 
les valeurs de x depuis x = a jusqu*a x = 6. 

Ainsi, une serie de la forme ao-ha(a!-Ha,x'-H** est uniformemcnt convergenle 
dans tout intervalle ou ellc est convergente, mais la serie 

z 

convergente dans Tintervalle (o, i), u*cst pas uniformemenl convcrgcnte, car, si grand 
que Ton prenne n, le reste 

R, = (fiH-i)««*«r(«+»)V 

sera egal a tr^ pour x = • Plus x est voisin de zero, plus il faut prendre un 

nombre de termes considerable pour obtenir un reste inferieur a une limite donncc. 
M. Darboux demontre, sur les scries uniformemenl couvcrgentes, les theorcmes suivants . 
IV, Si la serie 

f(x) =•? I («)-*- ?« (Jc) -H ••• H- ?«(«) -+- ••• 
est uniformemenl convergenle dans un intervalle (a, b) el si scs termes sont des fonctions 
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continues de x dans cei intervaUey ia fonction f(x) est elte-mime continue par rapport 
a X dans eet intervalle, Ce theor^ine comprend celui da n^ 9ft et se demontre dc m^me. 
La scrie toojoars convergente 

I . I . 

sin aj -♦- - sin 34? -H - sin 505 +••• 

3 5 

IT TT 

dont la somme est - si « est > o el < «; si a est <o et > — tt, zdro si or = o, ne 

4 4 

peat ^tre aniform^ent convergente dans un intervalle comprenant la valeur » = o. 

On repr^sente par f(x + o) la limite vers laquelle tend / (» + h) lorsqae h tend vers 

zdro en restant positif; par /(a; — o) la limite correspondante a A ^ o. Lorsqae la 

fonction est continae pour la valear x dc la variable, on a evidemment 

f(x + o) = f(x) = /(» — o), 

mais dans Ics fonctions discontinnes, f{x -f- o) et f(m — o) peuvent differer Pun de 
Tautre et de f{x). Ainsi, soit £(«) le pins grand nombre entier compris dans x ; 
si s = n, n ^tant entier, on aura 

E(x + o) = ns G (a;), E{x — o) = n — i. 

Dans certaincs fonctions, f{x) ayant une valeur determinee, /(a;+ o) ct f{x — o) 
pourront ^tre indetermines. 
V. La sdrie 

f{x) =3 y ,(a5) -♦- (pt{x) H h f,(a;) +... 

itant uniformhnent sonvergente dans V intervalle (a, b), si ses termes sont des fonctions 
fn(x) telles que^ pour touts valeur de a comprise entre a et 6, ^n (•« + o) et ^„(x — o) 
aient des valeurs dStermifides, les sMes 

yi (« -H O) -4- f ^ (a> -f- o) -I- •••, f , (« — o) -♦- f f (» — o) -♦- ••• 

seront convergentes el auronl pour sommes respectives f(x + o) et f(x — o). 
Ainsi, si la serie 

<*l -H <lj -H ••• -♦- On -♦- ••• = ^''n 

est absolument convergente, la serie 

r, X E (a?) E (2x) E (3») 

X 2X 3^ 

sera uniformement convergente dans tout intervalle, et la fonction f(x) sera continue 
pour toute valeur incommensurable de x. Mais pour une valeur commensurable a}=p : 7, 
on trouvera 

Ainii f{x) devient discontlnu pour une infinite de valeurs de x dans le plus petit 
intervalle. 
Autre exemple : designons par (x) la difference entre la variable x et le nombre 

entier le plus voisin, en sorte que (x), toujours compris entre — - ct -i- -> deviendra 

2 2 
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indetcnnin^ pour x^n +— (n entier), auqael cas nous lui altriboerons U ralear 

zero. La seric 

/•{«) = a^ (x) ■+■ a^ {2*) -H ••• H- a» (nx) -H ••• 

sera uniformcment convergente dans tout iotcrvalle, et Ton s*assure i^ que la fonction 
est continue pour toute valeur de x Incommensurable, on rationnelle de la forme ; 

P 

2* que pour toute valeur dex de la forme xr=: ±-t on a 

29 

/ (x -H o) = / (x) — - (a, -H a,^ -f. Oj^H ) i 

2 

/ (x — o) s=s /• (x) -f- - (a, H- as, -4- rtj, H ) - 

2 

VI. 7ou/e fonction f{x) qui e$t dincontinue^ mais qui admet pour chaque valeur de x, 
den limitci dilermin6es f{x -♦- o) el f{x — o) pour f{x-^h) el f(x — h), est une fonction 
susceptible d^ integration. 

VII. Si les termes d*une aerie sont des fonetions continues ou discontinues susceptibles 
d*intpgration et que fa serie soil uniformcment convergente dans tin intervalle (a, 6), la 
somme de la serie est aussi susceptible d'int^gration, et I'intdgrale est la somme de la 
serie formes des integrates de ses termes. Celts nouvelle serie est uniformcment conver^ 
gente dans le metne intervalle que la premiere. 

VIII. Soil f{x) la somme d'une sMe dont les termes sont des fonclions continues ayant 
des dcrivees ; si la serie de ces derivees at uniformement convergente dans un intervalle 
(a, 6) et que ses tertnes soient susceptibles d* integration^ la somme de cette nouvelle sMe 
sera la derivee de f{x). 

Les Iheoremes VII et VIII restrcignent ct generalisent a la fois nos theoremes des 
nos tft# et tfti . Ainsi la serie 

V [— 2J^«c-"*** -+. 2x (n -t- i)«<r(" +»)■'"] = — 2x e-'* 

z 

est convergente de x = o a xc=s i, et ses termes sont des foDCtions continues de x. Si 
cependant on integrc a partir de zero, le premier membrc donnera une serie ayant 
pour somme e"' , tandis que Tintegrale du second membrc est e"^ — i. Mais la seric 
donnee n^etait pas uniformement convergente. 

IX. Soil toujours 

/*W = ?i(«)-*-?i(*)h ; 

si la s6rie 

/ (x -^ h) - f(x) o, (X -+- h) — y, (x) 

h =- 1 • 

considerce comme fonction de hy est uniformement convergente pour toules les valeurs 
de h enlre zero et une quantife positive^ on aura en faisant tendre h vers zero 

f(x-^h)—f{x) f„ {x^h) — y, (x) 

hm ; = > "*'» ; I 

de mdme si h est negatif* 



U J- 
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4. Fonctions ctmtinties sans deriv4e. — Les theor^mes precedents fonrnissent le 
moyen d^en tronver autant qu*on le veut. Ainsi, soil f{x) une fonction discontinue 
susceptible d^'ntegration, ct 



t 



t*integrale. Si f{x + o) et f(x — o) different Tun de i^autre, on aura 

Itm -^ 1 ^' = /^(» -H o), tim — 1 i— = / (05 — o): 

n n 

il ny a done pas de derivee proprement dite pour F (x). Atnsi, soit la serie 

., ^ E(x) E(2a!) E(3aj) ^ ^ . ^ 

X 2 X j^X 



On trouve 

Yinx) 






et cette fonction F (x) n*a pas de derivee pour les valeurs commensurables de x, 
Mais sans employer Tintegration on pent former une infinite de fonctions sans deriv^. 
Exemple de M, Schwarz, Posons 

y («) = E (aj) -♦- 1^ » — E (») , 

etsoienta|,as,... des quantity positives telles que la sdrie 2<>n soil convergente. La 
s^rie 

est uniform^ment convergente dans tout intervalle, la fonction f (x) est toujours continue 
et croissante avec or, et Ton s^assure l** que pour toute valeur commensurable x =- on 
a, h ^tant ^ o, 

— h — ^'^V^' — f^ — ■" 

Ainsi il existe dans le plus petit intervalle une infinite de valeurs de x pour lesquelles 

la derivee est infinie; 2« pour les valeurs in commensurables de as, la derivee est tant6t 

finie, tantdt infinie. 

Soit encore, la s<$rie Sa. etant absolument convergente, 

i 
/ (x) := ^On sin' fMCX. 

La serie est uniform^ment convergente, f(x) est continu dans tout intervalle. On 
reconnait : 1^ que pour toute valeur commensurable de », h etant positif ou n^atif, 

Taccroissement de la fonction est de la forme (K + c) A ' ; son rapport a k change de 
signe avec h et devient infini quand h tend vers z^ro; 2o pour les valeurs incommen- 
surables de as, ce rapport est tantdt fini, tantot infini. Cet exemple (Hankel) montre 
qu*il existe des fonctions continues qui ne bjnt, ni constamment croissantes, ni 

34 
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eonstainment d^croissantes dans le plus petit intervalle, et qui ont une infinite de 
maxima entre deux valeun quelconques de x^ si rapproch^es qu'on les suppose. 
La fonction 



^(•) = 2 — sin nias sin i - 1. sin*tiicx , 

admet une d^riv^ d^Cerminee, somme de la serie form^e des derivees de ses termes, 
pour toute valeur incommensurable de x ; mais si x est commensurable, le rapport 

f(x^h)^F(x) 

ne tend vers aucune limite d^terminee. 

Voici encore un exemple remarquable par sa simplicity, emprunt^ k tf . Weierstrass (i). 
Soit a un nombre entier impair, b une constante positive inferieure a Tunite ; bi serie 

/■(») = 2 6"cosira*aj 
o 

est uniform^ment convergente dans tout intervalle et represente une fonction 
continue f(x), Soit m un nombre entier arbitraire ; a^ un entier positif tel que Ton ait 



Posant encore 



a*« — «„ > — et = ou <- . 



Xr SS » I X = } 



on aura a' ^ » ^ »", mais on pourra prendre m suffisamment grand pour que x — «', 
x^' — X tombent au dessous de toute grandeur donn^. On demontre ensuite que Ton a 

q, 1}' etant ^ i, s et e' compris entre — i et -t- z. Si done on fait en sorte que I'on ait 

a6>i-+- — > 

2 

ces deux rapports cbangent de signe une infinite de fois tout en croissant indefiniment 
en valeur absolue^ lorsque m croit indefiniment et que a/ — s, a/' — x tendent vers 
zero. Comme x est quelconque, il s*ensuit que pour aucune valeur de la variable la 
fimction continue f{x) n^a ime dSrivie finie et ddlenninSe, ni mhne une dSrivee if^nie et 
diterminie. 



(i) V. le memoire cite de M. P. du Bois Reymond. 
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M. Darboux donne encore Texemple renuurquable qai suit : Soit 

fonctioD doQt la d^rivee est nulle pour a = o, dgale k 

. I I 

2« sm cos - 

poor toate autre valeur de «. Si les quantiUs a. forment une suite absolument con- 
▼ergente, la s^rie 

f(aB) = 2 non^' (sin ninv) cos nira 

sera uniformdment convcrgente dans tout intervalle, et la fonction f(x) sera discontinue 
pour toute valeur commensurable de x. On aura ensuite 



/ {x)dx = 2 — r (sin mm), 
o »* 



et f(x) sera la derivee de F(x) pour toute valeur de 9. La fonction F(x) est done con- 
tinue ; sa derivee est finie et determine pour toute valeur de x, mais est discontinue 
pour toutes les valeurs commensurables de cette variable. On conclut de \k cette 
remarque importante, qu*il existe des fonctions discontinues une infinite de fois dans 
le plus petit intervalle, et qui pourtant ne peuvent passer d*une valeur k une autre sans 
passer par toutes les valeurs intermddiaires. La definition de la continuite, donnee 
au no 99, est done preferable k celle du n^ a«. 



FIN. 



